
В. Л. Чист9Коб 

ae eo! 



В. Д. ЧИСТЯКОВ 

ОСНОВАНИЯ 

ГРОМЕТРИИ 

ПОСОБИЕ ДЛЯ УЧИТЕЛЕЙ 

ГОСУДАРСТВЕННОЕ. | 
УЧЕБНО-ПЕДАГОГИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 

МИНИСТЕРСТВА ПРОСВЕЩЕНИЯ БССР 
МИНСК 1961



517. 6 
Y— 68 

АННОТАЦИЯ 

Настоящая книга имеет целью дать учителям математики 
материал по основаниям геометрии, необходимый для повыше- 
ния квалификации. 

Большое место в книге отводится происхождению и при- 
роде аксиом геометрии, современному аксиоматическому ме- 
тоду, критике «Начал» Евклида с точки зрения современного 
аксиоматического метода, а также: элементарному построению 
неевклидовой геометрии Лобачевского. Книга иллюстрирована 
чертежами. 

Рекомендуется учителям восьмилетней и средней школы. 

Василий Дмитриевич Чистяков. 
‚ Основания геометрии 

‚ Государственное 

учебно-педагогическое издательство 

Министерства просвещения БССР 

Минск, 'Ленинский проспект, 83-а 

* ok 

Редактор 3. В. Старинская 
Технический редактор В. Н. Жук 

Корректор Л. С. Калиновская 

АТ 04640. Сдано в набор 29/V-1961 г. Подп. к печати 22/TX-1961 г. 

Формат 84 х 1081|1.. Физ. печ. л. 5,875. Yeu. печ. л. 9,635. УЧч.-изд. л. 9,86. 

Тираж 6 500 экз. Цена 37 коп. Зак. 419. 

Типография издательства «Звязда», Минск, Ленинский проспект, 79.



ВВЕДЕНИЕ 

«Основания геометрии» есть математическая дисциплина, 
задачей которой является установление и исследование 
основных понятий и аксиом геометрии, из которых весь 
материал геометрии может быть получен исключительно 
дедуктивным (аксиоматическим) путем, а также рассмот- 
рение возможных различных геометрических систем, полу- 
чаемых заменой одних аксиом другими. 

Большое место в основаниях геометрии отводится на- 
ряду с евклидовой геометрией, первый образец которой 
был дан в «Началах» Евклида еще в Ш в. до н. э., рас-. 
смотрению неевклидовой геометрии Лобачевского, создан- 
ной великим русским ученым в 1826 году.- 

Изучая основания геометрии, надо иметь в виду, что 
вопросы, связанные с. происхождением аксиом геометрии 
и выяснением их места в человеческом познании действи- 
тельности, правильно решаются только с позиций 
диалектического материализма. При решении 
этих вопросов надо помнить указание Энгельса, что аксиома 
«доказуема» диалектически. 

Развитие геометрии показало, что геометрия и ее аксиомы 
в конечном счете опытного происхождения. 

«Практическая деятельность человека, — писал В. И. Ле- 
HHH, — миллиарды раз должна была приводить сознание 
человека к повторению разных логических фигур, дабы эти 
фигуры могли получить значение aKCHOM»?. 

Диалектический материализм доказал, что Только. 
практика служит критерием истинности 
и критерием выбора аксиом. ; 

Абстрактный . характер геометрии позволяет лучше 

1 В. И. Ленин, Философские тетради, т. 38, ГИПЛ, 1958, стр. 181—182. 
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и глубже, вернее и полнее изучить пространственные формы 
и количественные отношения действительного мира. При 
изучении геометрической прямой изучается целый ряд кон- 
кретных вещей, которыми можно интерпретировать прямую, 
т.е. вместе с тем изучается и длинная по сравнению 
с толщиной веревка, и траектория светового луча, и траек- 
тория свободно падающего тела, и т. д. 

Развитие геометрии есть вместе с тем развитие и даль- 
нейшее углубление абстракции по отношению к ее основ- 
ным понятиям. Так, в древности, в Период накопления 
геометрического материала, египтяне точку рассматривали 
как материальное тело очень малых разме- 
ров, вроде пылинки; во времена Евклида геометрическая 
точка лишается материальности, она не имеет измерений, 
она есть то, что не имеет частей; наконец, в настоящее 
время, например, в работах немецкого математика Гиль- 
берта (1862—1943) понятие «точки» доведено до выс- 
шей степени абстракции. В современном научном понима- 
нии, как увидим далее, под термином «точках можно 
понимать все, что угодно, любую вещь первой кате- 
гории, лишь бы она вместе с другими вещами второй 
и третьей категорий, называемых прямыми и плоскостями, 
удовлетворяла установленной системе аксиом. 

Уже к 90-м годам прошлого столетия накопился до- 
статочный материал, связанный с критическим пересмот- 
ром оснований геометрии. Геометры подошли вплотную 
к реализации четкого разграничения геометрии как физики 
и геометрии как математики. В связи с этим во весь рост 
встала проблема о полной системе аксиом, отве- 
чающей современному состоянию науки и удовлетворяющей 
идее интерпретации. При этом, что весьма существенно, 
указанная система аксиом должна носить характер форм 
с переменным содержанием, т. е. она должна обладать 
максимальной общностью и не должна связывать себя 
только с одним каким-либо наглядным представлением. 

В 1899 году появилась знаменитая работа немецкого 
математика Давида Гильберта, носящая название 
«Основания геометрии», в которой решалась, проблема созда- 
ния непротиворечивой, полной 'и независимой системы аксиом 
и акеиоматического изложения геометрии. Действительно, 
в этой работе была удачная классификация аксиом, HO еще 
не найдена их полная и независимая система. Во втором из- 
дании своей книги Гильберт значительно улучщил’ свою 
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аксиоматику. Это издание, включающее соответствующие 
изменения и дополнения, решением Казанского физико- 
математического общества было удостоено премии имени 
Н. И. Лобачевского. | 

Заслуга Гильберта заключается в том, что он дал про- 
думанную систему аксиом с. учетом современного развития 
науки, с учетом всех корректирующих указаний, даваемых 
в разное время со стороны ученых. Сильной стороной 
Гильберта является то, что он свой аксиоматический ме- 
тод использовал также для дальнейшего развития геомет- 
рии. Действительно, свой труд «Основания геометрии» 
Гильберт посвящает, главным образом, рассмотрению во- 
просов, связанных с неархимедовой геометрией (метрической 
И проективной),. где аксиоматический метод выступает как 
действенное оружие для обнаружения новых фактов и: их 
исследования. 

Необходимо заметить, что аксиоматический метод был 
открыт под влиянием работ H.W. Лобачевского, T. е. 
в свете открытой им неевклидовой геометрии. 

Основания геометрии служат неисчерпаемым источником 
для правильной научной трактовки самых первых основ 
геометрии, как евклидовой, так и неевклидовых (Лобачев- 
ского, Римана, неархимедовой, недезарговой и других гео- 
метрий). Основания геометрии, если учитывать возрастные 
особенности учащихся, дают правильную научную 
ориентацию в вопросах методики препода- 
вания геометрии в школе. 

Материал, изложенный в основаниях геометрии, позво- 
ляет лучше понять структуру геометрии и уберечь учителя 
от целого ряда ошибок методического характера. 

Аксиоматический метод, созданный под влиянием идей 
Лобачевского, оказал большое влияние на методическую 
MBICJIb вообще и на русскую методическую мысль в част- 
ности. Прежде всего, в свете аксиоматиче- 
ского метода совершенно ‘изменился взгляд 
на характер и содержание аксиом, а также 
на их роль и значение' при построении гесо- 
метрии. | 

Если раньше термин «математическая строгость» носил 
явно расплывчатый характер и разными математиками по- 
нимался по-разному, то теперь в свете аксиоматического 
метода этот термин принял свою вполне отчетливую форму 
и содержание. Стали считать, что геометриче- 
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ское изложение тем строже, чем ближе OHO 
подходит к аксиоматическому. 

В настоящей книге отобран лишь тот материал, кото- 
рый, по мнению автора, особенно необходим для учителя... 
Книга начинается с истории развития геометрии, что рас- 
крывает появление узловых вопросов оснований геометрии 
(«Начала» Евклида, геометрия Лобачевского и современный 
аксиоматический метод). 

При изложении геометрии Лобачевского автор не стре- 
мился к аксиоматической строгости. Изложение, ведется 
примерно так, как в свое время давал Лобачевский, но 
только более элементарными приемами. Это сделано для 
того, чтобы материал настоящей книги учитель мог сво- 
бодно использовать в методических целях для самообразо- 
вания и главное для внеклассной работы с учащимися. 



ГЛАВА I. 

ВОЗНИКНОВЕНИЕ ГЕОМЕТРИИ И «НАЧАЛА» ЕВКЛИДА. 

$ 1. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ГЕОМЕТРИИ. 

‘Геометрия возникла в глубокой древности на фоне 
развития общей цивилизации многих. древних народов 
и особенно ‘успешно развивалась в Египте, Вавилоне, 
Индии и Китае. Греческий комментатор Евклида 
Прокл (412 — 485) прямо заявляет, что геометрия была 
открыта египтянами и применялась для измерения земли 
(определение границ и площадей земельных участков). На 
заре своего развития она была наукой чисто практической, 
состоявшей из свода правил и законов, необходимых глав- 
ным образом для измерения земли. ‘Слово «геометрия» 
буквально означает «измеряю землю». 

Свое теоретическое развитие геометрия находит в древ- 
ней Греции у крупных математиков-философов, которые 
стояли во главе научных философских школ. Необходимо 
отметить, что древнегреческие философы были в то же 
время и крупными  математиками-геометрами, которые 
черпали в математике неотразимую основу для своих фи- 
лософских учений. 

Школа Фалеса. Фалес (624—547 гг. до н. э.) считается 
родоначальником греческой философии. Школе Фалеса при- 
надлежит ряд открытий в области геометрии. Например: 

|]. Теорема о равенстве вертикальных углов. 
2. Теорема о равенстве прямому углу угла, вписанного 

в полуокружность. 
3. Теорема о равенстве углов при основании равнобед- 

ренного треугольника. 
Древние историки утверждают, что Фалес умел вы- 

числять высоту предмета по его тени и расстояния до 
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недоступных “предметов. Он первый в истории астрономии 
вычислил солнечное затмение, которое произошло в указан- 
ном месте в указанный срок. 

Школа Пифагора. Древнегреческий философ и матема- 
тик Пифагор жил в период с 580 по 500 г. до н.э. Фи- 
лософское учение Пифагора является идеалистическим 
и покоится на своеобразном «культе числа». Шо мнению 
Пифагора и его учеников, миром управляют числа. 

В области геометрии Пифагору приписываются следую- 
щие открытия: 

1. Теорема о равенстве 2d (двум прямым углам) суммы 
внутренних углов в прямолинейном треугольнике. 

2. Знаменитая «теорема Пифагора», согласно которой 
квадрат длины гипотенузы прямоугольного треугольника 
равняется сумме квадратов длин его катетов. 

3. Открытие существования несоизмеримых. ‚отрезков. 
4. Учение о космических телах (правильных многогран- 

никах): 
5. Экстремальные свойства круга и шара. 
Школа Демокрита. Демокрит (около 470—370 гг. до 

н. э.) — глава философской школы, согласно учению кото-- 
рой первоосновой мира являются атомы и пустота. Атом, 
по Демокриту, есть неделимая частица вещества, имеющая 
некоторую очень малую протяженность. Неделимые в ма- 
тематике были широко использованы итальянским ученым 
Кавальери для вычисления площадей и объемов неко- 
торых фигур и нашли свое выражение также в работах 
Лейбница и Ньютона в их дифференциальном 
и интегральном исчислении. 

Школа Платона. Основой всех наук и своей философии 
Платон (423—348 гг. до н. 9.) считал геометрию. Он ор- 
ганизовал в Афинах школу под названием «Академия». 
При входе в нее была надпись: «Пусть никто не входит 
сюда, если он не знает геометрии». 

Философское учение Платона идеалистическое. Фило- 
софию и геометрию он связывал с религией и потусторон- 
ним миром божества. Его учение о врожденных идеях 
является реакционным, антинаучным учением, которое 
явилось тормозом для развития науки. 

Платону принадлежит учение о шарообразности Луны, 
Солнца и звезд, причем шар, по его мнению, является 
наиболее совершенной геометрической фигурой. Особенное 
внимание Платон обращал на логическое развитие геомет- 
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рии. Это OH впервые ввел в геометрию анализ и синтез 
и расчистил дорогу дедуктивным доказательствам. 

Школа Евдокса. Евдокс (410—356 гг. до н. э.) обладал 
высокой эрудицией. По свидетельству историков, он вла- 
дел многими профессиями. Он был крупнейшим астроно- 
мом, замечательным механиком и авторитетнейшим врачом. 
С именем Евдокса ‚связана разработка. геометрической 
теории пропорций и метод исчерпывания, заменявший 
в древности дифференциальное и интегральное исчисления. 
Методом исчерпывания, Евдокса пользовался величайший 
древнегреческий ученый Архимед, ‘который с помощью 
этого метода вычислил площадь сегмента параболы и ре- 
шил ряд других задач. Методом исчерпывания Евдокс до- 
казал несколько теорем, в том числе теорему об отноше- 
нии сфер, согласно которой «сферы относятся как кубы 
их диаметров». 

Исследования Евдокса составляют содержание пятой, 
шестой и.частично тринадцатой книг «Начал» Евклида, 
о которых будет сказано ниже. 

Школа Менехма. . Менехм — современник Евдокса. Ero 
геометрические исследования связаны со знаменитой зада- 
чей об удвоении куба, ’которая формулируется так: тре- 
буется при помощи циркуля и линейки найти сторону 
куба, который по объему превышал бы в два раза объем 
произвольного . куба. Менехм прославился также своими 
открытиями в области конических сечений. 

Школа Аполлония. Идеи Менехма были позднее развиты 
Аполлонием (Ш в. до н. э.), который посвятил коническим 
сечениям 8 книг; из них до нас дошли только 7. В этих 
книгах, не пользуясь методом координат, который был 
открыт только в XVII веке Декартом, .Аполлоний на од- 
ном конусе рассматривает все конические сечения и изу- 
чает. их основные свойства. С именем Аполлония связана 
знаменитая задача о касании окружностей: требуется по- 
строить окружность, которая касалась бы трех данных 
окружностей. | 

Школа Аристотеля. Развитие геометрии как науки свя- 
зано с деятельностью Аристотеля (384—344 гг. до н. э.) 
и его школы. Аристотель является основоположником так 
называемой формальной логики, на основе которой ‘стала 
развиваться‘ математика. Для геометрии Аристотель разра- 
ботал дедуктивный метод ее построения. В основе геомет- 
рии, по его мнению, должны лежать аксиомы, исходя из 
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которых, дедуктивным путем, как следствия, должны уста- 
навливаться путем доказательств все остальные геометри- 
ческие факты (теоремы). 

Аристотелю принадлежит целый ряд определений в гео- 
метрии (точки, прямой и т. д.), которые вошли в знаме- 
нитые «Начала» Евклида. 

Аристотель разработал геометрический метод в механике. 
и в некоторых вопросах алгебры. Это он впервые в науке 
стал пользоваться буквенными обозначениями для искомых 
величин или неизвестных. 

Школа Архимеда. В результате работ древнегреческих 
ученых геометрия стала абстрактной теоретической наукой. 
Увлечение ученых одной только теорией и пренебрежитель- 
ное отношение к практике вело к отрыву теории от прак- 
ТИКИ. 

Величайший математик древности, замечательный фи- 
зик и механик Архимед (287—212 гг. до н. э.) сблизил 
теорию с практикой и дал греческой геометрии нужное, 
совершенно правильное направление. Математические ра- 
боты Архимеда поражают и сейчас большой глубиной и их 
практической приложимостью. Архимед заложил первые 
оригинальные основы своеобразного десятеричного исчисле- 
ния, подсчитал площадь сегмента параболы и длину дуги 
параболы и решил ряд других задач, которые невозможно 
решить обычными средствами элементарной математики 
и которые решаются теперь с помощью дифференцирования 
и интегрирования. Это он стремился улучшить «Начала» 
Евклида и сформулировал для них дополнительно ряд 
аксиом, из которых одна носит теперь название «аксиомы 
Архимеда» и без которой невозможна измерительная (мет- 
‚рическая) часть геометрии. Эту аксиому Архимед форму- 
лировал так: «Из двух неравных линий, двух неравных 
поверхностей или двух неравных тел большая окажется 
меныше той величины, которую мы получим, если повторим 
менышую надлежащее число раз». 

Это он разработал научные основы гидростатики и четко 
сформулировал знаменитый закон Архимеда о выталкиваю- 
щей силе, которую испытывает тело, погруженное в жид- 
кость или газ. 

Это он является изобретателем «архимедова винта», на 
котором зиждется современная «винтовая» техника, начи- 
ная от водоподъемных винтов JO пропеллера современных 
самолетов. 
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Это он впервые открыл и сделал научные расчеты ры- 
чагов, полиспастов и других машин, с помощью которых 
мы «выигрываем в силе» и можем развивать колоссальную 
подъемную силу. 

_ Это он, Архимед, сказал своему царю и повелителю 
Гиерону: «Дайте мне точку опоры, и я переверну Землю». 

Архимеду принадлежат следующие работы по мате- 
матике: 

Две книги о шаре и цилиндре. 
Измерение круга. 
О коноидах и сфероидах. 
О спиралях. 
Две книги о равновесии плоскостей. 
Исчисление песчинок. 
Квадратура параболы. 
Послание Эратосфену о методе обработки механи- 

ческих предложений. 
9. Две книги о плавающих телах. 

10. Отрывки. 
Школа Евклида. K Ш в. до н. э. накопилось много раз- 

розненного материала по геометрии. Возникла потребность 
привести весь этот материал в единую научную систему 
на дедуктивной основе, исходя из конечного числа аксиом 
и постулатов, пользуясь для краткости языка нужными 
определениями. 

Эту колоссальную работу по систематизации и первому 
научному обоснованию элементарной геометрии и выпол- 
нил гениальный древнегреческий ученый Евклид (ШВ. 
до H. э.), дополнив ее своими собственными исследова- 
ниями. «Начала» Евклида составили целую эпоху в раз- 
витии элементарной геометрии. В течение долгих веков 
«Начала» Евклида были чуть ли не единственной учебной 
книгой, по которой молодежь изучала геометрию. И это 
имело место не потому, что не было других книг по гео- 
метрии. Эти книги были. Но они вытеснялись «Началами» 
Евклида и скоро забывались. 

Так, история развития геометрии говорит, что по эле- 
ментарной математике были написаны «Начала» и других 
авторов (Леон, Федий Магнезийский и др.), но они He 
пользовались такой популярностью, как «Начала» Евклида 
и, естественно, по этой причине до нас не дошли. На- 
сколько популярны «Начала» Евклида, можно судить по 
тому факту, что в Англии и теперь в школах геометрия 
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изучается по некоторым книгам «Начал» Евклида. Далее, 
в настоящее время все школьные учебники по геометрии 
на всех языках мира или дословно копируют «Начала» 
Евклида или написаны под их большим влиянием. Кстати 
сказать, учебник геометрии А. IJ. Киселева написан по 
книгам, которые в свою очередь написаны по «Началам» 
Евклида с большим заимствованием оттуда формы и со- 
держания, причем доказательства некоторых теорем, на- 
пример теоремы Пифагора, взяты оттуда в дословном виде. 

$ 2, КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ «НАЧАЛ» ЕВКЛИДА. 

«Начала» Евклида состоят из 13 книг. 
Первая книга состоит из 48 предложений (теорем). 

В ней Евклид излагает условия равенства треугольников, 
теорию параллельных линий, соотношения между сторо- 
нами и углами треугольника. В ней дается учение о пло- 
щадях треугольников и параллелограммов, а также приво- 

дится доказательство тео- 
- ремы Пифагора в ee гео- 

метрической формулировке. 
ab b2 Вторая книга со- 

стоит из 14 предложений, 
посвященных геометричес- 

a+b кой алгебре. В i ре. В этой книге, 
например, Евклид рассмат- 

а? ab ривает известное тождест- 
BO: 

< 2 72 2 . — J. (a-+ bd)? = a® + 2ab-+ 6 

а b и доказывает его чисто 
геометрическим способом. 

Рис 1. Суть этого способа можно 
пояснить чертежом (рис. 1). 

Книга заканчивается решением квадратных уравнений гео- 
метрическим способом. 

Третья книга состоит из 37 предложений и посвя- 
щается учению о круге и окружности, о секущих и каса- 
тельных и O6 углах, образуемых ими, а также учению 
о степени точки относительно окружности. 

_ Четвертая книга состоит из 16 предложений 
и посвящена учению с вписанных и описанных многоуголь- 
никах, а также построению правильных многоугольников 
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(четырехугольника, пятиугольника, шестиугольника и пят- 
надцатиугольника). 

Пятая книга состоит из 26 предложений и содер- 
жит теорию пропорций Евдокса. Это одна из самых заме- 
чательных книг «Начал» Евклида. В ней фактически 
в геометрической форме излагается теория рациональных 
и иррациональных чисел, включая и основные действия 
между ними. Таким образом, теория пропорций Евдокса 
заменяла грекам теорию иррациональных чисел и относи- 
лась к величинам вообще. 

Шестая книга состоит из 33 предложений и со- 
держит учение о подобных фигурах и решение некоторых 
задач на отыскание пропорциональных величин. В этой 
книге расширяется область геометрической алгебры. На 
материале изложения учения о подобных фигурах дается 
практическое применение теории пропорций, изложенной 
в предыдущей книге. 

Седьмая, восьмая и девятая книги ариф- 
метические и посвящены геометрической теории чисел. 
Необходимо подчеркнуть, что здесь учение о пропорциях 
с целыми числами рассматривается еще раз, причем неза- 
BHCHMO от исследований пятой книги. Конкретно эти книги 
содержат учение о наибольшем общем делителе и наимень- 
шем кратном (седьмая книга), а также учение о непре- 
рывных пропорциях, относимых к числам, и учение о соот- 
ношении между вторыми и третьими степенями чисел 
(восьмая и девятая книги). В этих книгах Евклид придер- 
живается строгого принципа разделения учения о числах 
от учения о геометрических величинах и предпочитает 
иметь дело с последними. В этих книгах читатель найдет 
известную теорему Евклида о бесконечности множества 
простых чисел, а также теорему о четных совершенных 
числах. 

Десятая книга опять посвящена геометрической 
алгебре, ‘в ней снова дается учение о несоизмеримых вели- 
чинах. Здесь в геометрической форме излагается класси- 
фикация тонко разработанной системы квадратичных ирра- 
циональностей. К этому уместно добавить, что теория не- 
соизмеримых величин, изложенная в этой книге Евклидом, 
оставалась неизменной вплоть до ХУ в. н. 9. Шишь позднее 
эта теория подверглась некоторым, а затем и коренным 
изменениям в работах Кантора, Вейерштрасса и Дедекинда. 

Одиннадцатая, двенадцатая и тринад- 
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цатая книги все стереометрические. В этих книгах 
рассматриваются задачи на определение отношения пло- 
щадей кругов, объемов пирамид и других тел, причем при 
рассмотрении всех этих вопросов используется метод ис- 
черпывания Евдокса (одиннадцатая и двенадцатая книги). 

‚ «Начала» Евклида заканчиваются изучением правиль- 
ных многогранников (тринадцатая книга). Это те многогран- 
ники, которые пифагорейцы называли космическими те- 
лами. К ним относятся следующие 5 правильных много- 
гранников: 1) тетраэдр — четырехгранник, ограниченный 
четырьмя правильными треугольниками; 2) октаэдр — вось- 
мигранник, ограниченный восьмью правильными треуголь- 
никами; 3) икосаэдр — правильный двадцатигранник, огра- 
ниченный двадцатью правильными треугольниками; 4) гек- 
саэдр — правильный шестигранник, ограниченный шестью 
квадратами (куб); 5) додекаэдр — правильный двенадцати- 
гранник, ‘ограниченный двенадцатью правильными пяти- 
угольниками. 

$ 3. ОСОБЕННОСТИ «НАЧАЛ» ЕВКЛИДА. 

Евклид писал свои «Начала» не с учебной, а с науч- 
ной целью. «Начала» Евклида — это не учебник и не курс 
лекций, а научный трактат, посвященный научному обо- 
снованию геометрии как дедуктивной системы. Этим объяс- 
няется, как увидим далее, специфика изложения геомет- 
рического материала в «Началах» Евклида. 

Характерными особенностями «Начал» Евклида надо 
считать следующее: 

1. Для Евклида нет мелочей. Одинаково последова- 
тельно он излагает и трудные и легкие вещи. Каждое из 
470 предложений евклидовых «Начал», по словам извест- 
ного русского педагога и историка математики В. II. Ше- 
реметевского, «защищено процессом доказательства 
с соблюдением одинаковых логических формальностей, не- 
вольно вызывающих на сравнение с юридическими обря- 
дами судебной защиты». 

2. В «Началах» Евклида совершенно отсутствуют при- 
ближенные вычисления. Он вообще ` избегает числовых ре- 
зультатов. Он предпочитает вычислять не сами площади 

1 В. II. Шереметевский, Очерки по истории математики, 
Учпедгиз, М., 1940, стр. 30—31. 
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кругов, а их отношение. Он, например, и не пытался вы- 
числять длину окружности и установить приближенное 
значение числа т. Евклид не пользуется арифметикой 
в чистом ее виде, а пользуется арифметикой геометрических 
величин, т. е. геометрической арифметикой. Он также не 
пользуется и алгеброй вообще, а пользуется алгеброй 
геометрических величин, т.е. геометрической алгеброй. 

$ 4. «НАЧАЛА» ЕВКЛИДА КАК ПЕРВАЯ ПОПЫТКА НАУЧНОГО 
ОБОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТРИИ. 

Евклид ставил себе основной целью построить геомет- 
рию на основании немногих исходных положений, к кото- 
рым он относит определения, аксиомы и постулаты. С этой 
целью каждая из тринадцати книг начинается с определе- 
ний тех геометрических понятий, с которыми придется 
встречаться при изложении`той или иной книги. Что ка- 
сается аксиом и постулатов, то они даются только в пер- 
вой книге, вслед за 23 определениями этой книги, причем 
сначала идут постулаты, а затем аксиомы. Необходимо 
подчеркнуть, что аксиомы и постулаты призваны обслу- 
живать не только материал первой книги, но и материал 
всех остальных книг. 

Определения. 

1. Точка есть то, что не имеет частей. 
2. Линия есть длина без ширины. 
3. Границы линии суть точки. 
4. Прямая есть линия, которая одинаково расположена 

относительно всех своих точек. 
5. Поверхность есть то, что. имеет только длину и ши- 

рину. 
6. Границы поверхности суть линии. 
7. Плоскость есть поверхность, которая одинаково рас- 

положена по отношению ко всем прямым, на ней лежащим. 
8. Угол есть взаимное наклонение двух встречающихся 

линий, расположенных в одной плоскости, но не располо- 
женных на одной прямой. 

9. Если линии, содержащие угол, суть прямые, то угол 
называется прямолинейным. 

10. Если прямая, восставленная на другой прямой, 
= 
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образует рядом углы, равные между собой, то каждый из 
равных углов есть прямой, а восставленная прямая назы- 
вается перпендикуляром к той, на которой она восставлена. 

11. Тупой угол всегда больше прямого. 
12. Острый же угол всегда меньше прямого. 
13. Граница есть то, что является оконечностью чего- 

либо. 
14. Фигура есть то, что содержится внутри какой-ни- 

будь или каких-нибудь границ. 
15. Круг есть плоская фигура, содержащаяся внутри 

одной линии, называемой окружностью, на которую все из 
одной точки фигуры падающие прямые равны между собой. 

16. Центром же круга называется эта точка. 
17. Диаметр же круга есть какая угодно прямая, про- 

веденная через: центр и ограничиваемая с обеих сторон 
окружностью круга, она же и рассекает круг пополам. 

18. Полукруг есть фигура, содержащаяся между диа- 
метром и отсекаемой им частью окружности. Центр же 
полукруга — то же самое, что и у круга. 

19. Прямолинейные фигуры суть Te, которые содер- 
жатся между прямыми; трехсторонние — между тремя, 
четырехсторонние же — четырьмя, многосторонние — KOTO- 
рые содержатся между более чем четырьмя прямыми. 

20. Из трехсторонних фигур равносторонний треуголь- 
ник есть фигура, имеющая три равные стороны, равнобед- 
ренный же — имеющая только две равные стороны, разно- 
сторонний же — имеющая три неравные стороны. 

21. Кроме того, из трехсторонних фигур прямоугольный 
треугольник есть имеющий прямой угол, тупоугольный же — 
имеющий тупой угол, а остроугольный — имеющий три 
острых угла. 

` 22. Из четырехугольных фигур квадрат есть Ta, KOTO- 
рая и равносторонняя и прямоугольная, разносторонник же— 
прямоугольная, но не равносторонняя, ромб — равносторон- 
HAA, HO не прямоугольная, ромбоид (параллелограмм) — 
имеющая противоположные стороны и углы, равные между 
собой, но не являющаяся ни равносторонней, „ни прямо- 
угольной. Остальные же четырехсторонники будем назы- 
вать трапециями. | 

23. Параллельные суть прямые, которые, находясь в од- 
ной плоскости и будучи продолжены в обе стороны неогра- 
ниченно, ни с той, ни с другой стороны между собой не 
встречаются. 
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Постулаты. 

Требуется: 
I. Чтобы из каждой точки ко всякой другой точке 

можно было провести прямую линию. 
П. И чтобы каждую ограниченную прямую можно было 

продолжать неограниченно. 
Ш. И чтобы из каждой точки, как из центра, можно 

было произвольным радиусом описать окружность. 
ГУ. И чтобы все прямые углы были равны друг другу. 
V. И чтобы всякий раз, когда прямая при пересечении 

с двумя другими прямыми образует с ними внутренние од- 
носторонние углы, сумма которых меньше двух прямых, 
этИ прямые пересекались с той стороны, с которой эта 
сумма меньше двух прямых. | 

Аксиомы. 

1. Равные порознь третьему равны между собой. 
П. И если к равным прибавим равные, то получим рав- 

ные. 
Ш. И если от равных отнимем равные, то получим 

равные. 
IV. И если к неравным прибавим равные, то получим 

неравные. 
У. И если удвоим равные, то получим равные. 
VI. И половины равных равны между собой. 
УП. И совмещающиеся (величины, образы) равны между 

собой. 
УШ. И целое больше своей части. 
[Х. И две прямые линии не могут заключать прост- 

ранства. 
Прежде всего заметим, что с современной точки зрения 

нет абсолютно никакой разницы между аксиомами и по- 
стулатами; как те, так и другие берутся без доказательства, 
как исходные геометрические предложения при дедуктив- 
ном построении геометрии. Некоторые комментаторы Евклида 
видели разницу между постулатами и аксиомами в том, 
что первые относятся только к геометрии и касаются раз- 
ного рода геометрических построений, тогда как вторые 
не только к геометрии относятся, но и к другим наукам 
и имеют отношение к числам и величинам вообще. Но та- 
кая трактовка разницы между постулатами и аксиомами 

17



явно неудовлетворительная. Дело в TOM, что приведенная 
точка зрения не может объяснить, почему УП и [Х аксиомы, 
которые явно относятся только к геометрии, не вошли 
в список постулатов. По-видимому, это объясняется дру- 
гими причинами. 

Евклид поставил себе целью построить геометрию де- 
дуктивным путем, исходя из предпосланной системы аксиом 
и постулатов, не апеллируя к наглядности и очевидности 
и не вводя скрытым образом других аксиом или постула- 
тов, которых нет в указанном списке. Этот метод мы бу- 
дем называть дедуктивным методом Евклида. Дедук- 
тивный метод Евклида не надо путать с современным 
аксиоматическим методом, который был создан 
на рубеже XIX и XX вв. и нашел окончательную четкую 
формулировку в классическом труде крупнейшего немец- 

кого математика Давида Гильберта «Основания гео- 

метрии» (1899), удостоенном международной премии имени 
Н. И. Лобачевского. 

Дедуктивный метод Евклида явился необходимой пред- 
посылкой для создания современного аксиоматического ме- 
тода, который стал в настоящее время идеалом построения 
всякой дедуктивной науки. 

$ 5. СУТЬ СОВРЕМЕННОГО АКСИОМАТИЧЕСКОГО МЕТОДА 

ПОСТРОЕНИЯ ГЕОМЕТРИИ КАК НАУКИ. 

Суть современного аксиоматического метода построения 
геометрии как дедуктивной математической дисциплины 
заключается в следующем: 

Во-первых, выделяются основные понятия геометрии. 
По Гильберту их восемь. Три из них составляют основные 
объекты геометрии и носят названия «точка», «прямая», 
«плоскость». Остальные пять составляют основные отно- 
шения между основными объектами и выражаются словами: 
«принадлежать», «между», «быть конгруентными», «па- 
раллельный», «непрерывный». 

Основные понятия геометрии прямым путем, т.е. через 
указания ближайшего родового понятия и необходимых 
видовых признаков, не определяются, а определяются 
косвенно через аксиомы. 

Во-вторых, формулируется конечная система аксиом, 
задача которой -—косвенно определить основные понятия, 
т. е. наиболее полно раскрыть геометрические свойства 
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этих понятий. Система аксиом должна удовлетворять трем 
требованиям. 

Первое требование — требование непротиворечивости 
или совместности. Это требование заключается в том, что 
ни одна из аксиом системы не должна противоречить 
другим аксиомам этой же системы. Больше того, 
и следствия из них не должны приводить к противо- 
речию типа А и не-А одновременно. 

Второе требование — требование независимости. Оно 
заключается в том, что ни одна из аксиом системы не 
может быть следствием других аксиом этой же системы. 
Больше того, ни одна из аксиом не должна содержать 
даже элементов теоремного характера, т.е. таких ча- 
стей, которые можно было бы доказать на основании 
остальных аксиом рассматриваемой системы. 

Третье требование-—- требование полноты. Это требова- 
ние заключается в том, чтобы в процессе построения гео- 
метрии, т.е. в процессе разного рода дедуктивных до- 
казательств внутри этой науки, не было нужды’ вво- 
дить новые аксиомы, которых нет в предпосланном ра- 
нее списке аксиом. 
Требование полноты непротиворечивой системы аксиом 

геометрии, таким образом, заключается в том, что она по- 
зволяет, не опираясь на наши наглядные представления 
и опыт, без добавочных соглашений, исключительно ло- 
гическим путем, решить вопрос о доказуемости или 
недоказуемости любого геометрического предложения, т. е. 
на основе полной системы аксиом из всяких двух взаимно 
противоречащих геометрических предложений А и He-A 
одно всегда может быть доказано, а другое опровергнуто. 

В-третьих, дальнейшее построение геометрии ведется 
согласно следующим двум требованиям (принципам): 

Первое — всякое геометрическое понятие (термин, сло- 
во), если оно не основное, определяется прямым путем, т. е. 
через указание ближайшего родового понятия и необ- 
ходимых видовых признаков. Определить какое-нибудь 
геометрическое понятие — это значит свести (редуци- 
ровать) его к основным понятиям или ранее определен- 
НЫМ ПОНЯТИЯМ. 

Второе — всякое геометрическое предложение (теоре- 
Ma, лемма, следствие), как бы просто оно ни выглядело, 
иногда проще, чем некоторая аксиома, доказывается 
исключительно логическим путем. 
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Доказать какое-нибудь геометрическое предложение 
исключительно логически — это значит вывести его дедук- 
гивным путем, пользуясь законами формальной логики, из 
ранее предпосланной системы аксиом или ранее доказан- 
ных геометрических предложений. 

$ 6. КРИТИКА «НАЧАЛ» ЕВКЛИДА С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ 
СОВРЕМЕННОГО АКСИОМАТИЧЕСКОГО МЕТОДА. 

Критика определений Евклида. 

Самым слабым местом в «Началах» Евклида с точки 
зрения современного аксиоматического метода являются 
определения. Евклид не выделяет основных понятий гео- 
метрии, он стремится определить буквально все геометри- 
ческие понятия, с которыми он встречается, что, как из- 
вестно, принципиально невозможно. Евклид стремится 
определить такие понятия, как «точка», «прямая» и «плос- 
кость». прямым путем. Он оказался без основных понятий, 
без чего немыслимо строго логическое построение геометрии 
как дедуктивной системы. 

Как известно, всякое определение сводит неизвестное 
к известному, незнакомое к знакомому путем указания 
ближайшего родового понятия и необходимых видовых 
признаков, которые выделяют определяемое понятие из 
всех других, входящих в родовое понятие. 

Если с этой точки зрения посмотреть на определения 
Евклидом «точки», «прямой» и «плоскости», то они также 
не выдерживают серьезной критики. Действительно, 
например, «точка» определяется как «то, что не имеет 
частей». Здесь, видимо, «то» — родовое понятие, а. «He 
имеет частей» — видовые признаки. Но «то» не может быть 
родовым понятием, так как родовым понятием для геомет- 
рического термина «точка» может быть только геометри- 
ческое понятие, причем ближайшее к определяемому, 
а под термин «то» подходит все, что угодно (например, 
лошадь, корова, радость, телеграфный столб и т. д.). Кроме 
того, в качестве видовых признаков для определения 
«точки» берется такое понятие, как «часть», которое более 
сложно, а следовательно, менее понятно, чем само опре- 
деляемое понятие. . Выходит, что Евклид непонятный тер- 
мин «точка» определял через еще более непонятный тер- 
мин «часть», т.е. неизвестное свел к еще более неизвест- 
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ному. Такая же неприглядная картина наблюдается и в оп- 
ределениях «прямой», «плоскости» и в некоторых других 
евклидовых определениях. Этим, собственно, и объясняется, 
почему некоторые определения Евклида весьма туманны 
и расплывчаты, в результате чего в эти понятия можно 
вложить любой смысл. Возьмем в качестве примера евкли- 
дово определение прямой. «Прямая есть линия, которая 
одинаково расположена относительно всех своих точек». 
Этому определению удовлетворяет и окружность, и она 
«есть Линия, которая одинаково расположена относительно 
всех своих точек». 

К недостаткам определений Евклида надо отнести и то, 
что одному и тому же термину, например точке, прямой, 
он иногда дает несколько различных определений, не до- 
казывая их эквивалентность. 

Существенным недостатком некоторых определений 
Евклида является их «логическая пассивность», они в «На- 
чалах» совершенно излишни и ими Евклид нигде не поль- 
зуется. К таким определениям относятся определения 
«Точки», «Прямой» и «плоскости». 

Критика аксиом и постулатов Евклида. 

1. Геометрические предложения, принимаемые Евклидом 
в явном виде, без доказательства, подразделяются им на 
постулаты и аксиомы, что с современной точки зрения не 
является существенным. Как те, так и другие теперь на- 
зываются просто аксиомами и составляют систему 
аксиом, или аксиоматику, «Начал» Евклида. 

2. Система аксиом «Начал» Евклида не удовлетворяет 
требованию независимости, — согласно — которому 
в списке аксиом не должно быть аксиом, доказуемых пол- 
ностью или частично на основании других аксиом рассмат- 
риваемой системы. Это можно подтвердить следующими 
двумя фактами. 

Первый факт. В «Началах» Евклида [У постулат 
гласит: «Все прямые углы равны между собой». Но этот 
постулат доказуем, его можно получить как следствие, 
применив УП аксиому, согласно которой «совмещающиеся 
(величины, образы) равны между собой». 

Второй факт. У постулат Евклида: «И чтобы вся- 
кий раз, когда прямая при пересечении с двумя другими 
прямыми образует с ними внутренние односторонние углы, 
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сумма которых меныше двух прямых, эти прямые пересе- 
кались с той стороны, с которой эта сумма меньше двух 
прямых», содержит элемент теоремного характера. 
Действительно, утверждение: «прямые пересекаются с той 
стороны, с которой эта сумма (углов) меньше двух прямых» 
можно доказать, и это теперь доказывается. 

Было бы весьма корректно У постулат сформулировать 
так: «И чтобы всякий раз, когда прямая при пересечении 
с двумя другими прямыми образует с ними внутренние 
односторонние углы, сумма которых не равна двум прямым, 
эти прямые пересекались». 

3. Аксиомы Уи VI можно получить как следствия 
первых четырех, поэтому они должны быть опущены, что 
и наблюдается в некоторых изданиях «Начал». 

4. Аксиоматика «Начал» Евклида не удовлетворяет 
весьма существенному требованию полноты системы 
аксиом. Поскольку Евклид не располагал полной си- 
стемой аксиом, при доказательстве некоторых теорем он 
прибегал к новым соглашениям, которые брал молчаливо, 
как само собой разумеющееся, исходя из непосредственной 
очевидности чертежа, чего делать при строгом дедуктив- 
ном изложении он, конечно, не имел права. 

Выше говорилось, что доказать какое-нибудь геомет- 
рическое предложение — это значит вывести его дедуктив- 
ным путем из ранее предпосланной системы аксиом или 
ранее доказанных теорем, причем роль чертежа исключи- 
тельно вспомогательная: он ни в коем случае не может 
заменить доказательство. Ссылаясь на «очевидность», 
основанную на рассмотрении чертежа, Евклид при доказа- 
тельстве пользовался утверждениями, которые не мотиви- 
рованы системой аксиом. Таким образом, в рассуждениях 
Евклида неминуемо образуются «логические провалы», 
чего не должно быть с точки зрения современного аксио- 
матического метода. 

а) Отсутствие аксиомы непрерывности. 

Весьма существенным недостатком аксиоматики «Начал» 
Евклида является отсутствие в ней аксиомы непрерывности, 
хотя в неявном виде Евклид пользуется этой аксиомой 
очень часто. В качестве примера неявного молчаливого 
использования аксиомы непрерывности приводим доказа- 
тельство самого первого предложения первой книги «На- 
чал». 
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Это предложение составляет задачу: «Ha данном от- 
резке построить равносторонний треугольник». | 

Сам Евклид решает эту задачу так: | 
Построение. Пусть дан отрезок АВ, и требуется 

на этом отрезке построить равносторонний треугольник. 
Для этого из точки А как из центра опишем окружность 
радиусом АВ (постулат 
Ш). Затем из точки В 
как из центра опишем 
окружность радиусом ВА 
(постулат Ш. Одну из 
точек пересечения этих 
окружностей обозначим 
через С (рис. 2). Теперь 
соединим прямыми точ- 
ку С с точками А и В, 
получим треугольник 
АВС, который и будет 
HCKOMBIM. Рис. 2. 

Доказательство. 
АС = АВи ВС =ВА (как радиусы окружности). На 

основании аксиомы транзитивности относительно равных 
величин (аксиома I) получим АС = ВС. Следовательно, 
АС = АВ = ВС, что и требовалось доказать. 

С формальной стороны здесь как будто все обстоит 
благополучно. Каждый шаг в рассуждении имеет ссылку 
на ту или иную аксиому (или постулат). Однако рассуж- 
дения Евклида имеют весьма серьезный логический пробел. 
Дело в том, что факт существования точки С пересечения 
двух окружностей он усматривает из чертежа, а не как 
следствие предпосланной системы аксиом, куда включаются 
и постулаты. 

Таким образом, с точки зрения современного аксиома- 
тического метода доказательство Евклидом первого предло- 
жения первой книги не является логически состоятельным. 
Кроме аксиом и постулатов, Евклид для доказательства 
использует предложение, которое он и не доказывает, и не 
объявляет аксиомой, чего при строгом дедуктивном изло- 
жении в духе современного аксиоматического метода 
не должно быть. 

Чтобы рассуждения при рассмотрении указанного выше 
предложения были совершенно строгими, необходима ак- 
сиома непрерывности, которую Евклид не мог сформули- 
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ровать явно. Прошло более двух тысяч лет после ‘смерти 

Евклида, прежде чем были созданы все предпосылки для 
строгого обоснования непрерывности в виде соответству- 
ющей аксиомы. 

6) Отсутствие аксиом движения. 

При доказательстве ряда теорем (равенство треуголь- 
ников по двум сторонам и углу, заключенному между 
ними; равенство треугольников по трем сторонам; равенство 
сегментов и т. д.) Евклид пользуется методом нало- 
жения, который предполагает наличие такого ‘важного 
понятия, как геометрическое движение, содер- 
жание которого он раскрывает только частично одной 
аксиомой: «И совмещающиеся равны между собой». По- 
скольку термин «движение» Евклид прямым путем не оп- 
ределяет, а пытается определить косвенно через аксиому 
(правда, для этого косвенного определения одной аксиомы 
мало), то движение у Евклида можно рассматривать как 
основное понятие. Но Евклид не в состоянии был 
сформулировать все аксиомы движения, которые косвен- 
ным путем вполне определяли бы понятие геометрического 
движения. По-видимому, геометрическое движение он отож- 
дествлял с механическим движением твердых тел, при ко- 
тором сохраняется неизменяемость формы и 
размеры фигуры. Следовательно, и здесь Евклид 
обращается к «очевидности». Следовательно, и здесь у него 
имеется зияющий логический пробел, — отсутствие акси- 
ом движения. И здесь мы должны повторить слова, 
сказанные выше, о том, что нельзя винить в этом самого 
Евклида. Евклид не смог сформулировать аксиом движения, 
так как в то время в геометрии не было еще достаточных 
предпосылок. 

Косвенное определение геометрического движения, ко- 
торое нельзя смешивать с механическим движением, было 
дано только в конце XIX века. | 

При составлении аксиом движения нужно учесть, что гео- 
метрическое движение непосредственно переводит фигуру из 
одного положения в другое. Геометр при этом абстрагируется 
от промежуточных положений фигуры и времени, а также 
его совершенно не интересует скорость, с какой фигура 
переводится из одного положения в другое. Его интере- 
сует только лишь начальный и конечный мо- 
менты движения. 
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Таким образом, геометрическое движение, описание KO- 
торого дается теперь в аксиомах, является дальнейшей 
абстрагирующей обработкой и идеализацией механического 
движения твердого тела, из которого убрано все лишнее 
и не относящееся к геометрии. 

в) Отсутствие аксиом: порядка, или расположения. 

Следующим, третьим, недостатком в аксиоматике «На- 
чал» Евклида является отсутствие в ней аксиом порядка 
(расположения). Евклид вынужден пользоваться такими 
терминами, как «между», «по одну сторону», «внутри», 
«вне» и т. д. Повторяя Евклида, мы в школе говорим, что 
«точка А лежит между точками Ви С», или «точки рас- 
положены по одну сторону прямой», или «точка лежит 
вне круга» и т. п. Все понятия кажутся нам «очевидными» 
и легко усматриваются из чертежа. Но при аксиоматичес- 
ком изложении геометрии чертеж и всякая другая нагляд- 
ность доказательной силы не имеют. Вопрос решает 
дедуктивная логика, основанная на полном списке аксиом. 
То, что наглядность чертежа может‘ привести к абсурду, 
подтверждается целым рядом геометрических софизмов. 

Гильберт в своих «Основаниях геометрии» понятие 
«между» считает основным и его геометрический смысл рас- 
крывает четырьмя аксиомами. Остальные понятия, как «по 
одну сторону», «внутри», «вне» и т. д., устанавливающие 
порядок расположения точек на прямой, на плоскости и в 
пространстве, даются им прямым определением путем ука- 
зания рода и видовых признаков. | 

У Евклида указанные выше термины расположения 
точек на прямой, на плоскости и в пространстве остаются 
логически необоснованными, он не сформулировал аксиом 
‘расположения и не дал нужных определений, вносящих 
точность и ясность BO все дальнейшие рассуждения, когда 
приходится иметь дело с понятием «между» и другими 
вытекающими из него терминами. | 

Нельзя, конечно, обвинять Евклида в том, что в свое 
время он не сформулировал аксиом порядка и в этих во- 
просах слишком много доверялся чертежу. Дело в том, 
что аксиомы порядка были впервые отчетливо сформулиро- 
ваны лишь в конце XIX века в работах немецкого мате- 
матика Паша (1882). 
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$ 7. ТЕОРИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ В «НАЧАЛАХ» ЕВКЛИДА. 

Теория параллельных прямых в «Началах» Евклида ох- 
ватывает такие вопросы: 

1) Определение параллельных прямых как прямых, 
лежащих в одной плоскости и не пересекающихся. 

2) Установление достаточных признаков параллельных 
прямых. | 

3) Установление необходимых признаков параллельных 
прямых и ряд других теорем. 

остаточные признаки параллельных прямых устанав- 
ливаются предложениями 27 и 28 книги первой, состав- 
ляющими теорему: Если две прямые, будучи пересечены 
третьей прямой, образуют с ними 

а) равные соответственные углы, 
6) равные внутренние накрестлежащие углы, 
в) равные внешние накрестлежащие углы, 
г) сумму двух внутренних односторонних углов, рав- 

ную 24, 
д) сумму двух внешних односторонних углов, равную 

24, то эти две прямые параллельны. 
Эта теорема доказывается методом от противного, на 

основании ранее доказанной теоремы (предложение 16 книги 
первой), не зависящей от У постулата, которая читается 
так: «Внешний угол треугольника всегда больше любого 
внутреннего угла, не смежного с ним». 

Естественно, ` возникает вопрос: не будут ли установ- 
ленные выше пять достаточных условий для параллельности 
прямых вместе с тем и необходимыми условиями па- 
раллельности этих же прямых. Для этого нужно доказать 
обратную теорему, которую можно сформулировать так: 

Если две параллельные прямые пересечь третьей пря- 
мой, то указанные выше соотношения имеют место, т. е. 

а) соответственные углы равны, 
б)`внутренние накрестлежащие углы равны, 
в) внешние накрестлежащие углы равны, 
г) два внутренних односторонних угла в сумме со- 

ставляют 24, 
° Д) два внешних односторонних угла в сумме состав- 

ляют 24. 
Эта теорема составляет содержание 29 предложения 

КНИГИ первой’ «Начал». 
На первый взгляд кажется, что обратная теорема также 
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справедлива и что она, как и прямая теорема, He потре- 
бует дополнительных допущений. Справедливость ее как 
будто подтверждается и чертежом. Однако доказательство 
обратной теоремы без дополнительных соглашений встретило 
на пути непреодолимые трудности. На этом пути доказа- 
тельства, по-видимому, стоял сам Евклид и, возможно, многие 
геометры до него. На этот путь, как увидим далее, встали 
почти все крупнейшие геометры после Евклида, которые 
стремились доказать указанную теорему без дополнитель- 
ного постулата. 

Сам Евклид, вероятно, после тщетных попыток доказать 
‘обратную теорему, вынужден был принять ее в качестве 
нового постулата. В своих «Началах» в качестве нового 
постулата он принимает фактически не самое обратную тео- 
peMy, а предложение, которое является противоположным 
относительно прямой теоремы. 

Действительно, предложение, противоположное прямой 
теореме, устанавливающей достаточный признак «г» (если 
две прямые, пересеченные третьей, образуют сумму внут- 
ренних односторонних углов, равную 24, то данные ‘две 
прямые параллельны), можно сформулировать так: 

«Если две прямые, пересеченные третьей, образуют 
сумму внутренних углов, не равную 24, то данные две 
прямые пересекаются». 

Видимо, таким путем Евклид пришел к своему знаме- 
нитому V постулату, который он сформулировал так: 

«И чтобы всякий раз, когда прямая при пересечении 
с двумя другими прямыми образует с ними внутренние 
односторонние углы, сумма которых меньше двух прямых, 
эти прямые пересекались с той стороны, с которой эта 
сумма меньше двух прямых». 

$ 8. МЕТОДИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. 

Весьма желательно, чтобы каждый учитель математики 
внимательно изучил и критически осмыслил «Начала» Ев- 
клида, выдержавшие более чем. 2000-летнее испытание. вре- 
мени и которые в течение ряда веков были чуть ли не 
единственным учебником. 

При изучении «Начал» Евклида надо иметь в виду, что 
OHH являются первым дошедшим до нас опытом система- 
тического дедуктивного изложения геометрии, в котором 
все понятия даются путем определений с помощью 
некоторых начальных понятий и отношений и все теоремы 
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доказываются с помощью некоторого количества 
предложений, принимаемых без доказательства (высказан- 
ных явно и неявно). 

В школе при изложении геометрии как систематического 
курса не придерживаются современного аксиоматического 
метода и не могут придерживаться, так как этот метод, 
порывающий связь с наглядными представлениями, был бы 
непосилен учащимся, а по существу придерживаются де- 
дуктивного метода Евклида, повторяя его сильные и неко- 
торые слабые стороны. 

В школьном систематическом курсе reo- 
метрии' материал располагается в таком по- 
рядке, что последующие геометрические 
предложения логически вытекают из пре- 
дыдущих. 

Естественно, возникает вопрос: если каждое последу- 
ющее предложение доказывается на основании предыдущих, 
то на основании чего доказывается первая теорема? 
Ответ напрашивается сам. собой: должны быть исходные 
геометрические предложения, принимаемые без доказа- 
тельства, справедливость которых подтверждается мно- 
говековым опытом человека. Эти предложения, говорим 
мы учащимся, и принято называть аксиомами. 

Учитель должен все время иметь в виду, что в основу 
школьного курса геометрии кладется заведомо непол- 
ный список аксиом, поэтому наряду с высказанными ак- 
сиомами он вынужден при доказательствах теорем поль- 
зоваться невысказанными аксиомами и ‘некоторыми недо- 
казанными предложениями (в научном курсе они дока- 
зываются) путем ссылки на очевидность чертежа или 
модели. 

Необходимо подчеркнуть, что аксиомы опытного 
происхождения. Правильность аксиом подтверждается тем, 
что геометрические предложения (теоремы), полученные 
как следствия, дают возможность верно решать целый ряд 
практических задач в прикладных науках и технике. Ма- 
териал геометрии, изучаемый в школе, был широко исполь- 
зован в работах Коперника, Галилея, Декарта, Ньютона 
и.многих других видных ученых. | 

Учитель должен знать логическую несостоятельность 
некоторых определений Евклида и не повторять этих опре- 
делений в школе. 

Для работы над определениями геометрических поня- 
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тий в процессе преподавания надо широко использовать 
следующие вопросы - упражнения: 

1. Выделить родовое понятие и видовое отличие в опре- 
делении: а) угла, 6) центрального угла, в) смежных углов, 
г) вертикальных углов, д) вписанного угла, е) двугранного 
угла, ж) угла скрещивающихся прямых. 

2. Указать, в чем состоит ошибка в следующем опре- 
делении: «Взаимное наклонение двух прямых называется 
углом». 

3. Указать ошибку в следующем определении: «Два 
угла, у которых одна сторона и вершина общие, называются 
смежными». 

4. Можно ли считать логически правильным опреде- 
ление: «Два угла называются вертикальными, если они 
имеют ‚общую вершину и стороны одного составляют про- 
должение сторон другого»? 

‚5. Произвести логический анализ определения: «Угол, 
образованный двумя хордами, называется вписанным уг- 
лом» (указать, чего в нем недостает). 

6. Указать ошибку в следующем определении: «Двугран- 
ным углом называется угол, образованный двумя плоско- 
стями, имеющими общую прямую». 

7. Выделить родовое понятие и видовые отличия 
в определениях: а) многоугольника, 6) треугольника, в) ме- 
дианы, г) биссектрисы. 

8. Указать ошибку в следующих определениях: 
а) «Прямая, соединяющая вершину какого-нибудь угла 

треугольника с серединой противоположной стороны, на- 
зывается медианой»; 

6) «Прямая, делящая какой-нибудь угол треугольника 
пополам, называется биссектрисой». 

9. Выделить родовое понятие и видовые отличия в опре- 
делении: а) параллельных прямых, 6) параллелограмма, 
в) прямоугольника, Г) ромба, д) квадрата, е) трапеции. 

10. Произвести логическую критику следующих опре- 
делений, помещенных в учебнике А. П. Киселева: а) па- 
раллельных прямых ($ 70), 6) прямоугольника ($ 92), 
в) ромба ($ 93), г) квадрата ($ 94). (Указать, что в каждом 
из указанных определений является лишним.) 

11. Произвести логический разбор определения: «Две 
прямые, не ‘имеющие общей точки, сколько бы их ни про- 
должали, называются параллельными». (Указать, чего 
в нем недостает и что лишнее.) 
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12. Указать, в чем ошибка в следующих определениях: 
а) «Четырехугольник, у которого противоположные сто- 

роны попарно параллельны и равны, называется паралле- 
лограммом»; 

6) «Фигура, у которой противоположные стороны по- 
парно параллельны, называется параллелограммом»; 

в) «Фигура, у которой противоположные стороны попарно 
равны, называется параллелограммом». 

13. Указать различные логически правильные опреде- 
ления: а) параллелограмма, 6) прямоугольника, в) ромба, 
г) квадрата. (Выделить в каждом из приведенных опреде- 
лений родовое понятие и видовые отличия.) 

14. Указать, в чем состоит ошибка в следующих опре- 
делениях: а) «Параллелограмм — это не прямоугольник», 
6) «Прямоугольник — это не ромб», в) «Ромб — это не квад- 
рат», г) «Квадрат — это не трапеция». 

15. Указать, в чем состоит логическая несостоятельность 
следующего определения: «Две прямые называются парал- 
лельными, если все точки одной находятся на одинаковых 
расстояниях от другой». 

16. Выделить родовое понятие и видовые отличия в оп- 
ределении: а) подобных треугольников, 6) подобных одно- 
именных многоугольников, в) правильного многоугольника, 
г) площади фигуры. 

17. Произвести логическую критику определения по- 
добных треугольников, которое имеется в учебнике Ки- 
селева ($ 158). 

18. Произвести логическую критику определения: «Пра- 
вильный треугольник есть правильный многоугольник с тремя 
равными между собой сторонами». 

19. Указать, в чем состоит ошибка в следующих опре- 
делениях: 

а) «Прямая, соединяющая середины двух сторон тре- 
угольника, называется его средней линией»; 

6) «Квадрат с непрямыми углами называется ромбом». 
20. Выделить родовое понятие и видовые отличия в оп- 

ределении: а) скрещивающихся прямых, 6) параллельных 
прямой и плоскости в) параллельных плоскостей, г) пря- 
MOH, перпендикулярной к плоскости, д) перпендикулярных 
плоскостей. 

21. Произвести логическую критику следующих опре- 
делений, помещенных в учебниках Н. Н. Никитина и 
А. П. Киселева: а) параллельных прямой и плоскости 
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($ 9), 6) параллельных плоскостей ($. 14), в) прямой, перпен- 
дикулярной к плоскости ($ 24). (Указать, что в каждом 
из указанных определений является лишним.) 

22. Можно ли определить плоскость при помощи более 
простого геометрического понятия? Если нет, то как рас- 
крывается содержание понятия плоскости? 

23. Выделить родовое понятие и видовые отличия в оп- 
ределении: а) многогранника, 6) призмы, в) пирамиды, 
г) подобия многогранников. 

24. Показать неточность определения призмы, помещен- 
ного в учебнике Киселева. Привести примеры многогран- 
ников, соответствующих этому определению, но не явля- 
ющихся призмами. 
‚25. Произвести логический анализ определения: «Пра- 

вильной пирамидой называется такая пирамида, у которой 
в основании правильный многоугольник, боковые грани— 
равные треугольники и вершина проектируется в центр 
основания». (Указать, что в нем является лишним.) 

26. Указать ошибку в следующем определении: «Мно- 
гогранник, У которого одна грань — квадрат, а другие 
грани — равнобедренные треугольники, называется пира- 
мидой». | 

27. Чем генетическое определение, употребляемое в 
школьной практике, отличается от логического? = 

28. Дать генетическое определение следующим геомет- 
рическим понятиям: а) поверхности вращения, 6) конической 
поверхности, в) шара, ‘г) шарового 'сектора. 

29. Выделить родовое понятие и видовые отличия в оп- 
ределении: а) цилиндра, 6) конуса, в) шарового сегмента. 

Поскольку школьный курс геометрии, как и «Начала» 
Евклида, строится на неполном списке аксиом, учитель 
вынужден в процессе преподавания геометрии при дока- 
зательстве тех или иных теорем сглаживать неполноту 
аксиоматики с помощью интуиции или наглядного созер- 
цания. Следовательно, наглядность в виде чертежей и моде- 
лей в школьном курсе геометрии не только желательна, но и 
необходима. Материальные вещи, помимо всех прочих свойств, 
имеют форму и протяжение. Следовательно, эти вещи, если 
в этом есть необходимость, можно всегда рассматривать как 
геометрические модели. Находясь в классе, ученик должен 
видеть геометрические образы окружающей действитель- 
ности; он должен видеть множество прямоугольников, мо- 
делями которых являются вырезы окон, переплеты рам, 
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форма потолка, стен, пола, классной доски и т. д.; OH 
должен видеть геометрические прямые, моделями которых 
являются линии пересечения, например, потолка и стены, 
стены и пола; он должен «видеть» то, что совсем не имеет 
измерений — геометрическую точку, моделью которой с ус- 
пехом может быть, например, вершина трехгранного угла, 
которую образуют две стены и потолок. 

Умение усматривать абстрактное в кон- 
кретном, а конкретное в абстрактном и яв- 
ляется одним из важных условий тесной 
связи геометрической теории с практикой. 

Например, геометрическое утверждение о том, что тре- 
угольник вполне определяется заданием трех его сторон, 
широко применяется в строительной технике: для придания 
устойчивости строительные конструкции комбинируют из 
треугольников. Именно поэтому в ‘большинстве случаев 
крыши домов имеют два ската, а поперечные разрезы 
их— треугольники. 

Теорему о трех перпендикулярах также можно усмотреть 
в строительной технике, например в расположении стропил, 
составляющих прочный остов двухскатной крыши. Рассмат- 
ривая теорему о том, что через две точки можно провести 
бесчисленное множество плоскостей, полезно пояснить ее 
на модели, взяв за таковую классную дверь, подвешенную 
на двух петлях. Поворачивая дверь, учащиеся видят, что 
действительно через две неподвижные точки можно провести 
бесчисленное множество плоскостей (пучок плоскостей). 
Геометрическое утверждение о том, что три точки, не лежа- 
щие на одной прямой, определяют единственную плоскость, 
можно с успехом пояснить моделью, взяв в качестве ее ту 
же классную дверь, закрыв ее на запор. Таких примеров 
можно привести сколько угодно. Одним ‘словом, надо’ Ha- 
учить школьников смотреть на окружающий мир глазами 
геометра, научить их моделировать не только отдельные 
геометрические тела, но и различные их комбинации. Надо 
добиться того, чтобы учащиеся умели свободно моделировать 
наиболее сложные теоремы и задачи школьного курса гео- 
метрии. Применяя метод моделирования, учащиеся лучше 
и глубже усваивают программный материал и вместе с тем 
приобретают известные технические навыки, нужные в по- 
литехническом обучении. 

Самым распространенным и доступным наглядным по- 
собием каждого учителя является чертеж. Качество пре- 
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подавания геометрии во многом зависит от того, насколько 
хорошо и правильно выполняются чертежи, роль которых 
в процессе преподавания трудно переоценить. Хотя чертежи 
при строгом изложении играют вспомогательную роль, но 
без них нельзя обойтись, тем более при первом изучении 
геометрии, когда один набросок чертежа дает ключ к по- 
ниманию поставленной задачи и указывает путь к пра- 
вильному решению. 

‚ГЛАВА Ш. 

ПРЕДИСТОРИЯ НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ. 

$ 1. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ У ПОСТУЛАТА ЕВКЛИДА. 

Суть проблемы заключается в следующем: 
Доказать V постулат Евклида: как теорему, причем до- 

казательство вести на основании предложений, не зави- 
сящих от V постулата, т. е. получить как следствие 
из остальных постулатов и аксиом «Начал» Евклида, вы- 
сказанных там явно и неявно, и следствий из них. 

Эта проблема возникла давно. Быть может, этой про- 
блемой занимался и сам Евклид, но в том виде, как она 
сформулирована, он решить ее .не мог. У постулат остался 
у него aKCHOMOH, а не теоремой. | 

Ученые после Евклида считали, что «Начала» Евклида 
содержат «темное пятно» и этим темным пятном является 
наличие V постулата как аксиомы, а не теоремы. По их 
мнению, принятие Евклидом без доказательства предложе- 
ния, которое составляет содержание У постулата, является 
недоработкой его «Начал». 

То, что Евклид сам стремился освободиться от У по- 
стулата, они заключили из того факта, что в своих «На- 
чалах» Евклид вводит в действие \У постулат не сразу, 
а только при доказательстве 29 предложения; все первые 
28 предложений доказаны без помощи V постулата, хотя 
при доказательстве, некоторых из них было бы более удобно 
использовать пятый постулат. 

По-видимому, только что указанный факт был ©) 10: (6) 
из важных причин, с давних пор приковывавшей внимание 
геометров к проблеме V постулата. Этому способствовали 
и еще два факта. 

Первый факт. У постулат, если можно так выра- 
зиться, является менее очевидным, чем другие постулаты. 
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В самом деле, справедливость первых четырех постулатов 
легко усматривается из чертежа, тогда как У постулат 
не является столь очевидным, если при этом иметь в виду, 
что две данные прямые, пересеченные третьей, можно 
взять очень удаленными друг от друга, а сумму внутренних 
односторонних углов очень и очень мало отличающейся от 24. 

Второй факт. В отличие от прочих постулатов фор- 
мулировка V постулата чрезвычайно сложна и громоздка. 

Здесь уместно заметить, что некоторые ученые встали 
на путь замены У постулата Евклида более простым по 
форме и содержанию, т. е. более «очевидным» постулатом, 
который можно было бы положить в основу теории парал- 
лельности. Таким более простым постулатом является, 
например, аксиома Плейфера, которая используется 
в школьных курсах геометрии в качестве аксиомы парал- 
лельных. Она читается так: 

«Через точку, взятую вне прямой, в плоскости, опре- 
деляемой этой точкой и прямой, проходит одна и только 
одна прямая, параллельная данной». 

Эту аксиому впервые ввел английский ученый Джон 
Плейфер в 1795 году. 

Необходимо добавить, что аксиома Плейфера, как теперь 
говорят, является эквивалентом V постулата. 
Это надо понимать так: на основании У постулата можно 
доказать аксиому Плейфера как теорему и, наоборот, на 
основании аксиомы Плейфера можно доказать У постулат 
как теорему. 

Аксиома Плейфера далеко не является единственным 
эквивалентом V постулата. Таких эквивалентов теперь из- 
вестно очень много. 

$ 2. РАЗЛИЧНЫЕ ПОПЫТКИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 

V ПОСТУЛАТА ЕВКЛИДА. 

Более двух тысяч лет, от Евклида до Лобачевского, 
ученые всего мира тщетно пытались доказать V постулат 
Евклида. Трудно представить, как много усилий и кропот- 
ливого труда затрачено на эти попытки. Многие ученые 
посвящали всю свою жизнь проблеме V постулата и зани- 
мались ею до потери рассудка. Не достигнув ожидаемого 
результата, ученые умирали с верой, что рано или поздно 
\У постулат будет доказан и «темное пятно» «Начал» 
Евклида будет смыто! 
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Если собрать все тщетные попытки различного рода 
доказательств У постулата, то вместе это составило бы 
МНОГО ТОМОВ КНИГ. 

Многие «доказательства» V постулата были даны 
в 1853 году академиком В. Я. Буняковским (1804—1889) 
в его монографии «Параллельные линии», причем сам Буня- 
ковский верил в доказуемость его. С этой верой он и умер. 

Проблема V постулата была решена в 1826 году, при- 
чем результат оказался весьма неожиданным. Наш великий 
русский ученый, крупнейший геометр всех времен Нико- 
лай Иванович Лобачевский (1792—1856), анали- 
зируя свои тщетные попытки доказательств V постулата, 
а также напрасные многовековые попытки в этом направ- 
лении своих предшественников, сделал весьма смелое 
предположение о недоказуемости \У постулата Ha 
основании геометрических предложений, не зависящих от 
него. Этим и объясняется, почему геометры многих веков 
не могли доказать V постулат. 

Значит, нельзя. доказать V постулат. А это значит, что 
нельзя опровергнуть предложение, отрицающее У постулат, 
которое можно сформулировать так: 

«Через точку, взятую вне прямой, в плоскости, опре- 
деляемой этой точкой и прямой, проходит более одной, 
а следовательно, и бесчисленное множество прямых, не 
пересекающих данную». 

Это предложение составляет теперь знаменитую аксиому 
Лобачевского о параллельных прямых. 

Но сделать предположение о недоказуемости У посту- 
лата еще мало. Надо возвести его в закон. Надо сред- 
ствами логики доказать, что У постулат недоказуем. Хотя 
сам Лобачевский и не дал строго логического, закончен- 
ного доказательства недоказуемости V постулата, но в этом 
отношении он сделал очень многое. Величайшей заслугой 
Лобачевского перед наукой является то, что на отрицании 
V постулата Евклида он построил целую геометрию — 
геометрию Лобачевского, в основе которой лежит аксиома 
Лобачевского и вся аксиоматика евклидовой геометрии, из 
которой удален только У постулат. 

Много позднее Д. Гильберт доказал, что геометрия 
Лобачевского так же непротиворечива, как и геометрия 
Евклида, и тем самым вполне строго доказал недоказуе- 
мость V постулата. 
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Таким образом, Лобачевский, если можно так сказать, 
реабилитировал Евклида, который ввел \У постулат. без 
доказательства. Евклид был совершенно прав, сформули- 
ровав \У постулат как аксиому. В этом надо видеть не 
«темное пятно», как это усматривали многие его коммен- 
таторы, а самое светлое место в его «Началах». Евклида 
можно было бы обвинить в другом. Дело в том, что 
V постулат Евклида‹и отрицание его — аксиома Лобачев- 
ского — в логическом отношении равноценны, то и другое 
нельзя доказать. Следовательно, как на том, так и на 
другом предложении можно строить непротиворечивые гео- 
метрии. Так. почему же Евклид ограничился совершенно 
произвольно выбором У постулата и не рассматривал аксиомы 
Лобачевского? Для полной теории параллельных нужно 
было бы рассмотреть теорию параллельных линий на основе 
V постулата и на основе его отрицания, т. е. на аксиоме 
Лобачевского. Евклид не мог дать полной теории параллель- 
ных JIHHHH только потому, что для этого не было, как 
говорилось раньше, достаточно предпосылок в науке. Наука 
того времени еще не дошла до соответствующего уровня, 
чтобы можно было бы доказать недоказуемость V посту- 
лата. Евклид сделал все, что мог, для своего времени 
и сделал гениально. Он выполнил колоссальную работу. 
Геометрической науке суждено было пройти болышой путь 
развития, основанный на исканиях доказательств V посту- 
лата, после чего можно было бы прийти к тем замечатель- 
ным выводам, к которым пришел Н. И. Лобачевский. 

Открытию, к которому пришел Лобачевский, очень 
много мешала рутина и косность ученых, слепо веривших 
в доказуемость У постулата. Этим и объясняется, что идеи 
„Лобачевского были восприняты ученым миром не сразу. 
Геометрия Лобачевского была признана только после смерти 
ее автора. До торжества своих идей Лобачевский не дожил 
каких-нибудь 10 лет (подробнее об этом будет сказано 
ниже). 

Теперь остановимся на некоторых наиболее интересных 
попытках разных ученых доказательств V постулата. 

Попытка Посидония (I в. до Н. 5.). 

О попытке Посидония доказать V постулат рассказы- 
вает комментатор евклидовых «Начал» древнеримский уче- 
ный Прокл, живший в У веке нашей эры (410—485). 
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В своих рассуждениях Посидоний исходил из предположе- 
ния, что геометрическое место точек, равно- 
удаленных от данной прямой и расположен- 
ных по одну сторону от нее на плоскости, 
есть прямая линия. Оказывается, это утверждение 
Посидония, известное теперь как постулат Посидония, 
эквивалентно V постулату. Действительно, аксиома Поси- 
дония вытекает как следствие из V постулата. Таким обра- 
30M, Носидоний «доказал» V постулат V же постулатом, 
только взятым в другой форме. Получилось то, что в логике 
называется логическим «порочным кругом», чего при стро- 
гом логическом доказательстве не должно быть. 

Попытка Птолемея (П в.). 

По свидетельству того же Прокла, Птолемей пытался 
доказать V постулат, исходя из допущения, что сумма 
внутренних односторонних углов при парал- 

Да 
J | 

2/4 b 

/ 
Рис. 3. 

лельных должна быть во всех случаях 
больше двух прямых углов, или во всех 
случаях меньше двух прямых, или во всех 
случаях равна двум прямым. 

Пусть а и 6 — параллельные прямые, а с — секущая 
(рис. 3). Обозначим углы, образованные данными парал- 
лельными прямыми с секущей, номерами: 1, 2, 3, 4. 

Здесь возможны три случая: 1) Д1-- £2 > 2d, 
2) Z1+ 72 < 2d и 3) Z1+4+ £2 = 24. 

Рассмотрим первый случай. Раз Z1 + (2> 24, то, 
согласно допущению Птолемея, Z3-+ 24 > 24. Складывая 
последние два неравенства, получим 41+ 424 73+ 
+ д4>> 44. 
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С другой стороны, Д-Р 72+ 73+ /4=44 как 
сумма двух пар смежных углов. Получили противоречие. 
Следовательно, первый случай невозможен. 

Легко доказать, что и второй случай невозможен. 
Действительно, если бы он имел место, то при сложении 
неравенств /1-+- /2< 2du /3- £4 < 2d получили бы, 
что /1+ 242+ 23+ 44 < 4d, чего быть не может, так 
Kak Z1+ 22+ 73+ /4 = 4d как сумма двух пар смеж- 
ных углов. 

Остается одно: возможен только третий случай: 
ДТ- [2 = 24, т.е. любая пара внутренних односторонних 
углов при Двух параллельных прямых и секущей всегда 
равняется двум прямым углам. Откуда прямо следует 
и сам У постулат. Что и требовалось доказать. 

Доказательство Птолемея основано на допущении 
(в тексте оно подчеркнуто), которое эквивалентно У по- 
стулату. 

Попытка Прокла. 

Сам Прокл стремился доказать У. постулат при помощи 
следующей теоремы: 

«Если прямая пересекает одну из двух параллельных 
прямых и лежит с ними в одной плоскости, то она пере- 
секает и другую параллельную прямую». 

Доказательство. 

Пусть а и 6 параллельные прямые и пусть прямая с, 
находясь в одной плоскости с прямыми а и 6, пересекает 

прямую 6 в точке М 
(рис. 4). 

b Докажем, что при 
с данных условиях пря- 

мая с пересечет прямую 
а. Такое пересечение 

а Действительно  возмож- 
- HO, так как расстояние 

переменной точки луча 
Мс от прямой 6 возрас- 
тает неограниченно, если 

эта точка неограниченно удаляется от точки М, тогда как 
расстояние между двумя параллельными прямыми есть всег- 
да величина ограниченная. 

М 

Рис. 4. 
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_ Рассуждение Прокла также основано на использовании 
эквивалента \У постулата. Этим эквивалентом является 
утверждение Прокла, что расстояние между двумя любыми 
параллелями есть величина конечная (постулат Прокла). 
Утверждение Прокла о расходимости пересекающихся пря- 
мых можно доказать и теперь доказывается на основании 
предложений,. не зависящих от постулата параллельности. 

Таким образом, доказательство Прокла терпит такую же 
неудачу, как и доказательства Посидония и Птолемея, 
т. е. оно не лишено известного «порочного круга». 

Попытка Валлиса. 

Английский математик, профессор Оксфордского универ- 
ситета Джон Валлис (1616—1703) полагал, что ему 
удалось строго доказать V постулат Евклида. В своих 
рассуждениях Валлис исходил из предположения о суще- 
ствовании подобных треугольников с коэффициентом подо- 
OHA, отличным от единицы (постулат Валлиса). 

Само доказательство Валлис проводил следующим обра- 
зом. Пусть прямые а и 6 (рис. 5) пересечены третьей 
прямой АВ и образуют с ней внутренние односторонние 
углы &@ и В, сумма которых меныне двух прямых углов, 
т.е. я- В < 24. Докажем, что в этом случае а и 6 обя- 
зательно пересекутся в не- 
которой точке М. Чтобы 
в этом убедиться, будем 
перемещать прямую а не- 
прерывно от А к В так, 
чтобы она с прямой АВ 
сохраняла один и тот же 
угол a. В таком случае те 
точки прямой а, которые 
лежат внутри угла В, дол- Рис. 5. 
жны по пути обязательно „ 
пройти через прямую 6, так как в положении 6’ все они ле- 
жат вне этого’ угла. Пусть М будет одна из точек прямой а 
(прямая а в новом положении на рисунке обозначена через с), 
попавшая на прямую 6. Тогда получается ADNB с углами 
a и В при основании DB, где. О — точка пересечения 
прямой с с прямой AB, которые образуют угол а. 
Теперь на отрезке АВ построим ДАМВ, подобный 
АОМВ, что возможно согласно постулату Валлиса. 
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Поскольку /МАВ =&« и ZMBA = В, прямая a пойдет по 
стороне AM, а прямая 6 — по стороне ВМ ий, следовательно, 
прямые а и Ob пересекутся в точке М. Факт пересечения 
прямых а и 6 установлен. 

Попытка Фаркаша Больяй. 

Фаркаш Больяй (1775—1856) — видный венгерский 
математик, отец знаменитого Яноша Больяй, который 
независимо от Лобачевского пришел к новым идеям гео- 

метрии и покрыл себя 
| неувядаемой славой од- 
+0 ного из творцов неевкли- 
| ` довой геометрии. 
а \ Целью своей жизни 

Фаркаш Больяй ставил 
стремление — «пролить 
свет» на теорию парал- 
лельных линий. На пер- 
вом плане у него стояла 
задача, связанная с дока- 
зательством У постула- 

Z|. Ta. Он предпринимает 
Q и А 7 p | В попытку доказать этот 

постулат. В 1833 году 
Рис. 6. он опубликовал одно 

из своих доказательств, 
основанное на предположении, что через любые три. точ- 
ки, не лежащие Ha одной прямой, можно всегда провести 
окружность (постулат Фаркаша 'Больяй). 

Пользуясь своим постулатом, Фаркаш Больяй доказал, 
что перпендикуляр а и наклонная 6 к одной и той же 
прямой АВ всегда пересекаются (рис. 6), откуда как след- 
ствие будет вытекать и сам V постулат. Для доказатель- 
ства пересечения перпендикуляра и наклонной между 
точками А u»B на прямой АВ возьмем произвольную 
точку Ри для нее относительно прямых а и 6 построим 
симметричные точки @ и Ю. Соединим Q и R прямолиней- 
ным отрезком QR. Получается треугольник PQR, для 
которого: данные прямые а и 6 являются перпендикулярами, 
восставленными к двум его сторонам из их середины 
и, следовательно, должны пересекаться в некоторой точке О, 
являющейся центром описанной вокруг треугольника PQR 

“ 

>.
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окружности. Если бы а и 6 не пересекались, тогда вокруг 
треугольника РОЮ нельзя было бы описать окружность 
и это противоречило`бы сделанному допущению (постулату 
Фаркаша Больяй), чего быть не может. Следовательно, 
перпендикуляр и наклонная к одной и той же прямой 
всегда пересекаются, что и требовалось доказать. 

Однако можно доказать, что постулат Фаркаша Больяй 
эквивалентен V постулату. Следовательно, и Фаркаш Больяй 
оказался в плену логического «порочного круга». 

Попытка Лежандра. 

Много раз пытался доказать V постулат Евклида вид- 
ный французский геометр, профессор Политехнической 
школы и член Парижской академии наук, автор распро- 
страненного в свое время учебника «Элементы геометрии» 
Лежандр (1752—1833). В упомянутом выше сочинении, 
первое издание которого вышло в 1794 году, а также 
в каждом новом издании Лежандр по-новому пытался 
найти строгое доказательство У постулата, все время оста- 
ваясь убежденным, что \У постулат доказуем и будет 
доказан совершенно безупречно с точки зрения логической 
строгости. | 

Сам факт, что в каждом новом издании своей книги 
Лежандр по-разному пытается доказать У постулат, говорит 
о том, что ни одно из этих доказательств, по-видимому, 
не удовлетворяло его строгим требованиям. Но непоколе- 
бимая вера в доказуемость V постулата толкала его Ha 
путь все новых и новых попыток более удовлетворительных 
доказательств этого постулата. 

Пытаясь доказать V постулат Евклида на основе пред- 
ложений, не зависящих от него, Лежандр создал целую 
теорию о’сумме внутренних углов прямолинейного тре- 
угольника. | 

Лежандр связывает \У постулат Евклида с суммой 
внутренних углов треугольника, которая должна быть 
равной 24. Он показал, что эти два предложения эквива-. 
лентны. Следовательно, для доказательства У постулата 
требуется установить, что сумма внутренних углов любого 
прямолинейного треугольника равняется 24, причем само 
собой разумеется, что в этом рассуждении не должны 
использоваться в явной или неявной форме эквиваленты 
V постулата. 

41



Свое исследование Лежандр проводит в следующем 
плане, состоящем из доказательств серии теорем. 

1-я теорема Лежандра. 

Если сумма внутренних углов любого прямолинейного 
треугольника равняется 24, то имеет место У постулат 
Евклида. 

Доказательство. 

Сначала доказывается, что при условии данной теоремы 
перпендикуляр и наклонная к одной и той же прямой на 
плоскости всегда пересекаются, откуда как следствие будет 
вытекать и сам У постулат Евклида. Пусть а и 6b будут 
произвольные перпендикуляр и наклонная к прямой АВ 

8 

Рис. 7. 

(рис. 7). Требуется доказать, что а и 6 пересекутся в HeKO- 
торой точке М. Для этого отложим на луче Аа отрезки 
AA, = АВ, А.А, = BA,, А.А. = ВА., ..., An—1 А, = BAn-1.- 
Соединив прямолинейными отрезками точки Aj, Ap, Az, ..., 
An—1, А, с точкой В, получим равнобедренные треуголь- 
ники: ABA,, A,BA,, A,BA3,..., An—1 BA,, сумма внутрен- 
них углов которых по условию равняется 24. Обозначим 
Z АВЬ = а, . причем a по условию меныше прямого. 
угла, так как прямая 6 является наклонной к прямой АВ. 
Докажем, что при достаточно большом п / АВА, > a. 

Действительно, 

Z ABA, = 5. где 4 — прямой угол; 

d 
1 ABA, = ДАВА, -- LA,BA, = £44; 

/ ABA. 
| , а а а. и ‚= ZABA,-+ ДА, ВА, -- ДА,ВА, = 5 +e 58; 

e 

у 
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Выходит, что при достаточно большом п угол ABA, 
как угодно близок к прямому. Учитывая, что «< а, при 
достаточно большом n получим / АВА, > «a. Тогда наклон- 
ная 6 будет идти ниже наклонной BA, и вынуждена 
пересечь прямую а в некоторой точке М между Аи A, 
(здесь Лежандр в неявной форме пользуется аксиомой Паша, 
которая будет сформулирована позднее). 

Доказательство совершенно строгое, и никаких замеча- 
ний по нему сделать нельзя. 

2-я теорема Лежандра. 

Сумма внутренних углов в треугольнике не может 
быть Gonowe 24, т. е. всегда меньше или равна 2d. 

Доказательство. 

Доказательство ведется методом от противного. Предпо- 
ложим, что сумма внутренних углов в каком-нибудь тре- 
угольнике АВС будет больше 2d (рис. 8). На продолжении 

Рис. 8. 

стороны АС построим ряд отрезков: CC,, C,C,, ..., Си Сил» 
равных стороне AC, т.е. АС = CC, =С.:С.=... = Си Си. 
Теперь на полученных отрезках как на основаниях построим 
треугольники: CB,Cy, C,B.C, ..., Cn—2Bn—1Cn—1, равные 
заданному, т. е. ДАВС = ACB,C, = АС.В.С, =... == 
= АС,—2В,— Сл. Далее, соединив точки В и B,, B, иВ., 
.., Вг-2 и Ви прямолинейными отрезками (считать, что 

эти точки располагаются на одной 'прямой, у нас нет OCHO- 
вания), получим равные треугольники: 

BCB,, B,C,B,, B,C,Bz, ..., Ви Сп Ви. 

43



На отрезке By; Cp—1 построим еще один треугольник 
B,-1 С,—В„, равный каждому из только что построенных 
треугольников, тогда получим: 

ABCB, = — AB,C,B, = — АВ.С.В 3 —... = 

— = ABy_2 Cn—2 Ви = — АВ С в. 

Обозначим углы данного треугольника соответственно 
через a, В, 1, а угол ВСВ, — через ©. Воспользовавшись 
условием теоремы, будем иметь: a -+- 8 -+-y > 2d. 

С другой стороны, a+ o-+-+-y7y=2d как углы, состав- 
ляющие развернутый угол. 

Из последних двух соотношений вытекает, что © < 8B. 
Известно, что если две стороны: одного треугольника равны 
двум сторонам другого, то против большего угла, заклю- 
ченного между этими сторонами, лежит болышая сторона. 
Применяя сказанное к треугольникам АВС и BCB,, заклю- 
чаем, что BB, < АС. Откуда АС — BB, > 0, т. е. АС — ВВ, 
есть некоторый отрезок. 

Поскольку длина ломаной всегда больше длины замы- 
кающего прямолинейного отрезка, будем иметь: 

АВ +- ВВ, + B,B, --...-Н Ви Ba + В, С, > AC -F 

+ CC,--C,C,+...+ Си Си. 

Откуда AB-+-n-BB,+ ВС >1-AC. 
Учитывая, что B, Cyp_1= AB, получим 2AB--n-BB,>n-AC 

win n(AC — ВВ.) <2AB при любом натуральном значе- 
НИИ 1. 

Последнее неравенство противоречит аксиоме Архимеда, 
согласно которой для любых двух.отрезков меньший можно 
повторить слагаемым конечное число раз так, что результат 
превзойдет больший отрезок. По этой аксиоме для отрезков 
АС — ВВ, и 2АВ можно подобрать такое достаточно боль- 
woe целое значение и, что будет выполняться неравенство: 

п (АС — BB,) > 2AB. 
Получается логическое противоречие. Выходит, что 

в геометрической системе, где выполняется аксиома Архи- 
меда, сумма внутренних углов в треугольнике не может 
быть больше 24, что и требовалось доказать. 

3-я теорема Лежандра. 

Если в одном треугольнике сумма внутренних углов 
равняется 24, то и во всяком треугольнике указанная 
сумма равняется 24. 
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Эту. теорему даем без доказательства. Рекомендуем ee 
доказательство провести самостоятельно. 

Из этой теоремы как следствие получается: 
Если в одном треугольнике сумма внутренних углов 

меныце 2d, то и во всяком треугольнике указанная сумма 
меньше 24. 

Доказательство. 

Доказательство ведется методом от противного. Пред- 
положим, что при данных условиях не во всяком треуголь- 
нике сумма внутренних углов меньше 2d. Пусть в тре- 
угольнике АВС сумма внутренних углов равна двум прямым 
углам, но тогда по только’ что доказанной теореме 
(3-я теорема Лежандра) во всяком треугольнике сумма 
внутренних углов равняется 24, чего не может быть по 
условию. Следствие доказано. 

Таким образом, для доказательства V постулата, согласно 
3-й теореме Лежандра, остается доказать существование 
хотя бы одного треугольника, сумма внутренних углов 
которого равнялась бы 24. Этому вопросу Лежандр посвя- 
щает 4-ю теорему. Но предварительно докажем одну лемму. 

Определение. Дефектом треугольника называется 
разность между 24 и суммой внутренних его углов. 
Дефект треугольника АВС будем обозначать через 8 (АВС). 
Согласно определению, 8(АВС) = 2а— (&« 8-+ 7), где 
а, В, 1 — внутренние углы треугольника АВС. 

Лемма. 

Если на какой-нибудь стороне треугольника возьмем 
точку и соединим ее с противоположной вершиной тре- 
угольника, то дефект данного треугольника равняется 
сумме дефектов полученных треугольников. 

Доказательство. 

Пусть АВС — данный треугольник, а D — произвольная 
точка, взятая на стороне АВ (рис. 9). Соединим ‘точку D 
с вершиной С и докажем, что 6 (АВС) = 6 (АРС) 8 (РВС). 
Обозначим углы данного треугольника через a, В, 1, а новые 
углы, полученные путем проведения прямой ОС, — номе- 
рами 1, 2, 3, 4. Для полученных треугольников напишем 
равенства, определяющие их дефект: 

5 (ADC) = 24 — в-- 21+ 24); 
5 (DBC) = 2d—(Z2+8+ 23), 
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Складывая эти равенства, получим: 

(ADC) -- (DBC) = 44 — (+ 8+ 11+ 42+ 23-44 = = 44— (a+ 8+ 2d-+ 7) =24—@ В+) =8(АВС. 

Рис. 9. 

Следовательно, 

6 (АВС) = 6 (АБС) 5 (РВС), 

что и требовалось доказать. 

4-я теорема Лежандра. 

Существует треугольник, сумма внутренних углов ко- 
торого равняется 24. 

Доказательство (данное самим Лежандром). 

Доказательство ведется методом от противного. 
Предположим, что в некотором треугольнике АВС 

(рис. 10) сумма внутренних углов меньше двух прямых 

83. 

Рис. 10. 

углов (больше 24 не может быть по 2-й теореме Лежандра). 
Тогда дефект его 6 (АВС) = 2d — (a + 8-+-1) >0, гдеа, В, y— 
углы треугольника АВС. Построим для точки А относи- 
тельно прямой ВС симметричную ей точку A, (эта точка 

46



расположится внутри угла а по теореме о внешнем угле 
треугольника) и соединим ее с Ви С, получим AA,BC, 
дефект которого равен дефекту исходного ‘треугольника 
ABC, т. е. 5 (А.ВС) = 8 (АВС). Теперь через точку A, про- 
ведем прямую B8,C,, которая пересекала бы обе стороны 
гла а. | 

у На основании леммы 6 (AB,C,) = 28 (АВС) 5 (А.В, В) + 
—5(А,С:С). | 

Так как 65(АВС) > 0, то на основании следствия из 
3-й теоремы Лежандра 6(A,B,B) > 0 и 8(A,C,C) > 0. 

Тогда 

6 (AB,C,) > 28 (ABC). 

Повторяя аналогичные построения, взяв за исходный 
треугольник AB,C,, получим AAB,C,, для которого 

8 (AB,C,) > 278 (АВС), 
где B,C, — прямая, проходящая через точку А», симметрич- 
ную точке А относительно прямой B,C, (точка A, распо- 
лагается внутри угла a). 

На п-ом этапе построения будем иметь /\AB,C,, для 
которого 

3(AB,C,) > 2"8 (АВС). 
При п достаточно большом 278 (АВС) > 2d. 
Откуда 6(AB,C,).> 24. 
Но дефект треугольника по определению не может быть 

больше 24. Получили логическое противоречие. Следова- 
тельно, сумма внутренних углов треугольника не меньше 24, 
что и требовалось доказать. 

‚Эта теорема доказана Лежандром неверно. При доказа- 
тельстве он сбился с правильного пути и попал в ловушку 
логического «порочного круга». При доказательстве он 
использовал один из эквивалентов \У постулата, который 
явно можно выразить словами: 

Через любую точку, взятую внутри угла, можно про- 
вести всегда по крайней мере одну прямую, которая 
пересекает обе стороны данного угла. 

Это предложение называется теперь «постулатом Ле- 
жандра». 

Конечно, рассмотрение различных попыток доказать 
V постулат можно было бы продолжить и дальше. Боль- 
WIMHCTBO из них в явном или неявном виде используют 
эквиваленты V постулата. Эти неудачные попытки доказать 
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V постулат подготовили почву для открытия 
геометрии Лобачевского, основанной, как указы- 
валось выше, на недоказуемости У постулата и замене его 
аксиомой Лобачевского, возможной в том случае, если 
V постулат недоказуем. 

Прямая .заслуга неудачных попыток доказательств 
V постулата заключается еще и B TOM, что они позволили 
выявить ряд эквивалентов V постулата и четко их сфор- 
мулировать. Эти эквиваленты используются теперь в мето- 
дических целях при обосновании теории параллельных 
линий в разных учебниках по геометрии, где в качестве 
аксиомы параллельных берется один из эквивалентов, причем 
наиболее простой по форме и более «очевидный» по содер- 
жанию. 

$ 3. СТИХИЙНЫЕ ПРЕДШЕСТВЕННИКИ Н. И. ЛОБАЧЕВСКОГО 
В СОЗДАНИИ НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ. 

К стихийным предшественникам Н. И. Лобачевского 
в создании неевклидовой геометрии можно отнести таких 
ученых, как Саккери и Ламберт. Встав на путь доказатель- 
ства V постулата методом от противного, они помимо своей 
воли, совершенно стихийно переступили порог неевклидовой 
геометрии и в этой области получили несколько теорем, 
которые вошли золотым фондом в ‘созданную позднее 
неевклидову геометрию Лобачевского. То, что они получили, 
было столь необычным, а традиции и вера в доказуемость 
V постулата настолько сильны, что кажущееся противоре- 
чие они приняли за истинное логическое противоречие 
(Саккери) и тем самым отрезали себе путь в новую гео- 
метрию. Здесь особенно видно, как старые отживающие 
взгляды цепляются за новые и задерживают ход развития 
нового и прогрессивного и как это новое, несмотря на все 
преграды, рано или поздно должно победить. | 

_ Надо учесть еще и то, что стихийно возникшим идеям 
неевклидовой геометрии противостояла идеалистическая 
философия Канта, которая полагает, что пространство, 
а вместе с тем и все аксиомы евклидовой геометрии суть 
врожденные, неизменные понятия, не зависящие от чело- 
веческого опыта. Тормозом в развитии новых идей геометрии 
являлась также и идеалистическая философия Гегеля, 
которая объявила «Начала» Евклида как «нечто закончен- 
ное и неспособное иметь больше историю». 
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Таким образом, вера в доказуемость ‘У постулата 

и невозможность существования неевклидовой геометрии 

обосновывалась философски Кантом с точки зрения апри- 

оризма (доопытного происхождения) аксиом евклидовой 

геометрии, а Гегелем — учением о законченности развития 

геометрии в рамках одной только евклидовой геометрии. 

Ростки нового в работах Саккери и Ламберта весьма 

поучительны, и их стоит рассмотреть несколько подробнее. 

Исследование Саккери. 

Джероламо Саккери (1667—1733) — итальянский 

математик, принадлежавший к ордену иезуитов. С увлече- 

нием занимался изучением «Начал» Евклида, в результате 

чего написал сочинение, опубликованное в год его смерти, — 

«Евклид, очищенный от всяких пятен, или опыт, устанав- 

ливающий самые первые принципы универсальной геомет- 

рии». В этом сочинении `Саккери старается пролить свет 

на теорию параллельных линий «Начал» Евклида и ликви- 

дировать «темное пятно» в этой теории, которое составляет 

принятие \У постулата без доказательства. Он пытается 

доказать V постулат методом OT про- 

тивного, исходя из четырехугольника С М 0 

с заведомо двумя прямыми углами a did B 

при нижнем основании. Этот четырех- 

угольник принято теперь называть 

«четырехугольником Саккери». Четы- 

рехугольник Саккери строится очень | did d 

легко. Ha горизонтальной прямой 

возьмем две произвольные точки А A М В 

и Ви в этих точках к прямой АВ 

восставим перпендикуляры (рис. 11). Рис. 11. 

На этих перпендикулярах вверх от 

прямой отложим равные отрезки АС и BD. Соединив С 

и О прямой CD, мы получим четырехугольник ABDC, 

который и будет четырехугольником Саккери. 

Не пользуясь V постулатом и его эквивалентами, Саккери 

доказывает, что угол a= и что MN, являясь средней 

линией, перпендикулярна к нижнему и верхнему основаниям 

рассматриваемого четырехугольника. 

Далее Саккери a priori (т. е. до всякого рассмотрения) 

строит три гипотезы. 
1-я гипотеза — гипотеза тупого угла : угол & — тупой. 
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2-я гипотеза — гипотеза острого угла : угол «— острый. 
3-я гипотеза — гипотеза прямого угла : угол «— прямой. 
Затем он устанавливает, что 3-я гипотеза — гипотеза 

прямого угла — эквивалентна V постулату. Следовательно, 
как правильно заключает Саккери, для доказательства V по- 
стулата надо средствами логики, не пользуясь предложе- 
ниями, зависящими от V постулата опровергнуть 
первые две гипотезы. | 

Сравнительно легко он опровергает 1-ю гипотезу. Теперь 
ему остается опровергнуть гипотезу острого угла, и цель 
будет достигнута. Однако все его старания достигнуть 
желаемого результата остаются безуспешными. Он получает 
ряд необычных для наших наглядных представлений резуль- 
TaTOB, не имеющих тем не менее логических противоречий 
типа А и не-А одновременно. 

Вот какие результаты получил Саккери в предположе- 
нии, что имеет место 2-я гипотеза, т. е. гипотеза острого 
угла. | 

1. Если в одном четырехугольнике угол « острый, то 
и во всяком четырехугольнике угол & острый. 

2. Сумма внутренних углов любого четырехугольника 
меньше 44. 

3. Сумма внутренних ‘углов любого треугольника 
меньше 24. 

4. Перпендикуляр и наклонная к одной и той же пря- 
мой могут и не пересекаться. 

5. Существуют две прямые, которые в одну сторону 
безгранично расходятся, а в другую асимптотически сбли- 
жаются. 

6. Геометрическое место точек, равноудаленных от дан- 
ной прямой и расположенных по одну сторону от нее на 
плоскости, есть не прямая, а некоторая кривая линия, 
имеющая с прямой не более двух общих точек. 

Поскольку Саккери установил, что существуют две 
прямые, которые в одну сторону безгранично расходятся 
одна относительно другой, а в другую сторону асимптоти- 
чески сближаются, то они имеют общую точку в беско- 
нечности, в которой, по его мнению, будут иметь общий 
перпендикуляр. Выходит, что две непараллельные прямые 
имеют общий перпендикуляр, что, как полагает Саккери, 
«противно нашему разуму». 

Таким образом, Саккери ошибочно считал, что ему, 
наконец, удалось «осилить» гипотезу острого угла и тем 
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самым доказать У постулат и освободить Евклида от 
«всяких пятен». 

‚К своему ложному заключению Саккери пришел на 
33-й. теореме, а все первые 32 теоремы явились новым 
словом в науке и составляют первые истоки неевклидовой 
геометрии. 

Исследование Ламберта. 

Иоган Генрих Ламберт (1728—1777) — крупней- 
ший швейцарский ученый, сын бедного ремесленника, 
который достиг больших знаний путем самообразования. 
Этот талантливый самоучка был членом Берлинской акаде- 
мии наук. Он много занимался вопросами астрономии, 
геодезии и фотометрией. Особенно большую славу ему 
принесли исследования об иррациональности числа п и по 
теории параллельных линий. 

Его исследования по теории параллельных линий перекли- 
каются с исследованиями Саккери, продолжателем которого 
он фактически и является. , 

Так же, как и Саккери, Ламберт пытался доказать 
V постулат, применив метод рассуждения от противного. 
В этом направлении он пошел дальше Саккери, он получил 
ряд новых результатов и сделал несколько высказываний 
в пользу неевклидовой геометрии. Однако его исследова- 
ния, к сожалению, остались незавершенными. []о-видимому, 
и здесь старые традиции, основанные на непогрешимости 
V постулата, совершили свое дело, они помешали Ламберту 
довести до конца начатое. Ламберт, несомненно, является 
ярким, далеко идущим стихийным предшественником 
Н. И. Лобачевского. Ламберт является тем ученым, который 
терял веру в: доказуемость V постулата и которому оста- 
валось совсем немного, чтобы стать на путь сознатель- 
ного построения неевклидовой геометрии. 

Теперь познакомимся коротко с результатами труда 
Ламберта. Ламберт в своих исследованиях исходит из рас- 
смотрения четырехугольника, который имеет заведомо три 
прямых угла. Этот четырехугольник принято называть 
«четырехугольником Ламберта». Строится четырехугольник 
Ламберта очень просто. На горизонтальной прямой берутся 
две произвольные точки А и В. Затем в точках Au В 
к прямой АВ восставим перпендикуляры. На одном из них, 
например на левом (рис. 12), возьмем точку С. В этой 
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точке к прямой АС восставим перпендикуляр, который 
пересечет перпендикуляр, восставленный в точке В, в неко- 
торой точке D (существование точки О доказывается совер- 
шенно строго). Полученный четырехугольник и является 
четырехугольником Ламберта, который, как легко видеть, 
составляет половину четырехугольника Саккери. 

О величине третьего угла a Ламберт а priori ‘строит 
три гипотезы. 

1-я гипотеза — гипотеза тупого угла, согласно KOTO- 
| рой угол a — тупой. 

2-я гипотеза — гипотеза острого угла, угол a— 
острый. 

3-я гипотеза — гипотеза прямого угла, угол a— 
прямой. 

Ламберт совершенно правильно устанавливает, что 
3-я гипотеза есть эквивалент V постулата. Поэтому для 
доказательства последнего надо путем логических рассуж- 
дений опровергнуть первые две гипотезы. Так же, как 
и Саккери, ему сравнительно легко удается опровергнуть 

1-ю гипотезу, т. е. совершенно 
С О строго доказать, что угол a не мо- 
Я я жет быть тупым углом. . Что же 

касается 2-й гипотезы (гипотезы 
острого угла), то она доставила ему 
много хлопот и приоткрыла завесу 
в неведомый, новый мир. 

а a Вот какие результаты были 

А _В "ГОлУчены Ламбертом. Прежде всего 
он своим путем приходит. к тем 

Рис. 12. же результатам, к каким когда-то 

пришел Саккери..В частности, как 
и он, Ламберт пришел к выводу, что при наличии гипотезы 
острого угла сумма внутренних углов треугольника всегда 

меньше 24, что перпендикуляр и наклонная к одной 

и той же прямой на плоскости могут и не пересекаться, 

причем возможен случай, когда они асимптотически сбли- 

жаются. 
Но асимптотическое сближение двух непараллельных 

в смысле Евклида прямых Ламберт не принял, как Саккери, 

за противоречие и в своих исследованиях пошел дальше 

своего предшественника. Он, например, доказал, что пло- 

щадь треугольника пропорциональна угловому дефекту, если 

под последним понимать разность между двумя прямыми 

г 
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углами и суммой внутренних углов треугольника. Кроме 
того, Ламберту удалось открыть существование так назы- 
ваемой абсолютной единицы длины, к которой 
много лет позднее пришел Лобачевский при построении 
своей геометрии. 

‘Свои идеи Ламберт оформил в 1766 году в виде сочи- 
нения «Теория параллельных линий», которое было опубли- 
ковано лишь в 1786 году, после смерти автора. 

$ 4. САМЫЕ ПЕРВЫЕ СОЗНАТЕЛЬНЫЕ ПОПЫТКИ СОЗДАНИЯ 

НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ (ШВЕЙКАРТ, ТАУРИНУС). 

Сознательные, но весьма беглые наброски неевклидовой 
геометрии впервые дали немецкие математики Швейкарт 
и его племянник Тауринус. 

Исследование Швейкарта. 

Швейкарт (1780-—-1859) — по образованию юрист. 
Высот математики достиг самообразованием. Его внимание 
особенно привлекла геометрия. По-видимому, изучая исто- 
рию неудачных попыток доказать V постулат, он пришел 
к выводу о существовании двух геометрий, из которых 
одна — знакомая всем геометрия Евклида, в которой сумма 
внутренних углов любого треугольника равна 24, и. дру- 
гая — «астральная геометрия», в которой сумма внутренних 
углов в треугольнике меньше 24. В 1818 году он оформил 
свои исследования в виде специальной записки и послал 
их на суд Гауссу. Но нужной поддержки от Гаусса он не 
получил, хотя тот разделял взгляды Швейкарта и сам был 
склонен когда-нибудь заняться этим вопросом. Как стало 
потом известно, он боялся высказать печатно то, что было 
чрезвычайно новым и никак не укладывалось в рамки 
обычных представлений. Швейкарт, по-видимому, стал сомне- 
ваться в своих результатах. Это охладило его пыл в заня- 
тиях «астральной геометрией», которая по существу была 
геометрией Лобачевского, и он забросил свои занятия по 
астральной геометрии и больше к ним на возвращался. 

Исследования Тауринуса. 

Тауринус (1794—1874), по-видимому, стал заниматься 
неевклидовой геометрией под влиянием идей Швейкарта, 
который доводился ему дядей. В 1825 году он опубликовал 
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сочинение под названием «Теория параллельных линий», 
в котором, во-первых, весьма оригинально доказывает невоз- 
можность существования гипотезы тупого угла в четырех- 
угольнике Саккери, во-вторых, излагает ряд фактов, выте- 
кающих из гипотезы острого угла четырехугольника Саккери, 
в-третьих, делает правильный вывод о существовании осо- 
бой геометрии, построенной на гипотезе острого угла четы- 
рехугольника Саккери. Этой новой геометрии Тауринус 
даже дал название — логарифмо-сферическая reo- 
метрия. 

Согласно правилу Тауринуса, факты новой геометрии 
можно получить из рассмотрения формул обычной сфери- 
ческой тригонометрии, если заменить в них радиус основ- 
ной сферы г через ri, где г будет радиусом кривизны 
неевклидового пространства, а {— мнимая единица, при- 

чем {= ИУ — 1. 

$ 5. ТВОРЦЫ НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

(ГАУСС, БОЛЬЯЙ, ЛОБАЧЕВСКИЙ). 

Истинными творцами первой. неевклидовой геометрии 
явились три крупнейших математика мира — немец Гаусс, 
венгр Больяй и русский Лобачевский, причем приоритет 
наиболее полного освещения и публикации в печати при- 
надлежит Лобачевскому, именем которого эта геометрия 
и называется. 

Краткая биография Гаусса и его исследования 
по неевклидовой геометрии. 

Карл Фридрих Гаусс (1777—1855) стал зани- 
маться теорией параллельных линий очень рано. Дело 
началось с собственных попыток доказать V постулат 
Евклида. Однако, как и следовало ожидать, эти усилия 
не увенчались успехом. В 1812 году Гаусс приходит 
к выводу о невозможности доказать У постулат, если не 
пользоваться в том или ином виде его эквивалентами. Он 
пишет: «Допущенйе, что сумма углов треугольника 
меньше 180°; приводит к своеобразной, совершенно отлич- 
ной от нашей (евклидовой) геометрии». 

Однако свои идеи Гаусс нигде не опубликовал и не 
торопился с их обработкой. 

Гаусс не только боялся публикации своих идей по 
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Карл Фридрих Гаусс. Янош Больяй 
(1777—1855). (1802—1860). 

новой геометрии, но боялся также публично поддержать 
тех, кто занимался этим вопросом и обращался к нему за 
советом. 

Первое систематическое изложение неевклидовой гео- 
метрии и ее публикация в печати выпали на долю прежде 
всего нашего русского ученого Н. И. Лобачевского, а затем 
Ha долю венгерского ученого Яноша Больяй, которые 
высказали свои идеи по новой геометрии не только для 
себя, но и для всего ученого мира. 

Краткая биография Яноша Больяй и его 
исследования по неевклидовой геометрии. 

Янош Больяй (1802—1860) — сын крупного венгер- 
ского математика, близкого друга Гаусса Фаркаша Больяй. 

Теорией параллельных линий стал заниматься под 
влиянием отца, который часто говорил о трудностях теории 
параллельных линий, о том мраке, который окутывает 
V постулат параллельности, который никто удовлетвори- 
тельным образом не может доказать. 

Фаркаш Больяй всячески предостерегал сына от заня- 
тий по теории параллельных линий. 
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Чтобы сын He увлекся математикой, Фаркаш Больяй 
определил своего сына не в университет, а в Военно-инже- 
нерную академию. Но академия оказалась бессильной 
сделать инженера из математика в душе, каким был 
Больяй-сын. 

‚ « Будучи студентом Военно-инженерной академии, Янош 
Больяй стал заниматься теорией параллельных линий, но 
пошел совершенно другим путем, чем его отец. После 
неудачных попыток доказать У постулат Янош Больяй 
встал на путь сознательного построения неевклидовой 
геометрии и в этом направлении достиг весьма больших 
успехов. Вскоре после этого он писал отцу: «Я твердо 
решил опубликовать свою работу о параллельных линиях. 
Я еще не достиг своей цели, но я получил такие замеча- 
тельные результаты, что было бы жаль, если бы они 
погибли» 1. | 

Янош Больяй пришел к своему открытию в возрасте 
21 года (1823) и опубликовал его в 1832 году, позднее 
Лобачевского на три года (1829). 

Исследования Яноша Больяй в сжатом виде с неболь- 
шим числом чертежей были опубликованы в качестве при- 
ложения к книге отца «Тентамен» под названием «Аппен- 
дикс» («тентамен» в переводе обозначает «опыт», а «аппен- 
дикс» — «приложение»). 

Если при большом авторитете Больяй-отца «Тентамен» 
был воспринят ученым миром более чем благожелательно, 
то этого нельзя сказать об «Аппендиксе». Сначала «При- 
ложение» Яноша Больяй вызвало общее недоумение в уче- 
ных кругах Венгрии, затем общее замалчивание и враж- 
дебность. 

Видя это, Янош Больяй упросил отца отослать «При- 
ложение» к Гауссу, надеясь, что «геттингенский колосс», 
как он называл Гаусса, по заслугам оценит его работу. 
Ответное письмо Гаусса сильно опечалило Яноша Больяй. 
В нем Гаусс говорил болыше о своих заслугах, чем 
о заслугах Яноша Больяй. Гаусс писал, что ничего нового 
он для себя в «Аппендиксе» не нашел, так как сам очень 
и очень давно занимается разработкой неевклидовой гео- 
метрии и получил точно такие же результаты. Больяй 
заподозрил Гаусса в. плагиате, и когда он познакомился 

1 М. К. Демидович, Краткий курс лекций по основаниям 
геометрии, Иошкар-Ола, 1958, стр. 38. 
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с работой Лобачевского. «Геометрические исследования по 
теории параллельных», написанной на немецком языке, то 
решил, что под фамилией Лобачевского скрывается не кто 
иной, как Гаусс, который украл его сочинение и перерабо- 
тал по-своему. Янош Больяй окончательно потерял душев- 
ное равновесие и навсегда отошел от науки. 

Н. И. Лобачевский. 

Н. И. Лобачевский (1792—1856) родился в семье 
мелкого чиновника-землемера в Нижнем Новгороде (г. Горь- 
кий). По окончании Казанской гимназии, в 1807 году, 
Лобачевский был опреде- 
лен студентом Казанско- 
го университета. Мате- 
матикой он увлекся не 
сразу. Сначала его заин- 
тересовала медицина, 
и он был не прочь сде- 
латься врачом. Но вот 
из-за границы в универ- 
ситет приезжают рабо- 
тать сразу три знамени- 
тых ученых: Бартельс 
(математик), Литтров 
(математик) и Броннер 
(физик). 

Первая же лекция 
Бартельса покорила мо- 
лодого Лобачевского 
и навсегда определила 
судьбу его как матема- 
тика. Отныне математи- Николай Иванович Лобачевский 
ка стала его любимым (1792—1856). 
занятием. Он не пропус- 
кает лекций Бартельса и очень много работает само- 
стоятельно. Результаты сказались очень скоро. Талант 
юноши был замечен проф. Бартельсом, и он приблизил 
Лобачевского к себе. Раз в неделю он проводил дополни- 
тельные занятия с Лобачевским у себя на дому, совер- 
шенствуя его знания в области математики. 

Но затхлая атмосфера университета, основанная на 
низкопоклонстве и христианской проповеди, усиленно насаж- 
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даемая царским правительством, была He по нутру молодому 
и жизнерадостному Лобачевскому, он проявляет явное 
неповиновение и признаки безбожия. Дело доходит до ис- 
ключения. И только благодаря заступничеству профессоров 
и прежде всего Бартельса, он не был исключен из уни- 
верситета, а позднее даже был оставлен в нем для научной 
и педагогической деятельности. 

Лобачевский полностью оправдал все надежды Бар- 
тельса. В 18 лет он получает ученую степень кандидата 
наук, через год удостаивается степени магистра чистой 
математики, в 22 года он уже адъюнкт чистой математики 
и, наконец, в 24 года он удостаивается ученого звания 
профессора и становится заведующим кафедрой математики 
Казанского университета, которому он посвятил всю свою 
жизнь без остатка. 

В 1819 году Лобачевский становится деканом физико- 
математического факультета, а начиная с 1827 до 1846 года 
он — бессменный ректор Казанского университета. 

Несмотря на разностороннюю административную и о0б- 
щественную деятельность, Лобачевский находил время 
заниматься и научно-исследовательской работой по мате- 
матике, механике, физике и астрономии. Его перу принад- 
лежит учебник геометрии и алгебры. Правда, учебник 
геометрии не был напечатан при жизни автора, но KOH- 
спекты лекций Лобачевского, отражающие этот учебник, 
были в большом ходу среди учителей того времени. В каж- 
дой из упомянутых наук Лобачевский оставил глубокий 
след в виде тех или иных открытий, которые не потеряли 
ценности и теперь. В алгебре он использует свой метод 
для приближенного отыскания корней алгебраического 
уравнения (теперь «метод Лобачевского»), в математиче- 
ском анализе дает более широкое определение функции на 
основе соответствия двух величин, причем закон соответ- 
ствия может и не выражаться аналитически через фор- 
мулу; проводит весьма тонкие исследования, связанные 
с вопросами непрерывности и дифференцируемости функ- 
ции. Весьма оригинальные мысли высказывает по вопросам 
оптики в физике и по вопросам образования. солнечной 
короны в астрономии. Этот список оригинальных исследо- 
ваний Лобачевского в разных областях науки можно 
было бы продолжить и далее. 

Однако самая большая заслуга Лобачевского, которая 
принесла ему мировую славу величайшего математика 
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всех времен, состоит в открытии им неевклидовой геомет- 
рии, носящей теперь его имя. 

К своему открытию Лобачевский пришел, конечно, 
не сразу. Сначала он наиболее полно разработал абсолют- 
ную геометрию, состоящую из геометрических предложе- 
ний, не зависящих от V постулата. Ata работа нашла 
свое выражение в рукописном учебном руководстве для 
студентов Казанского университета, написанном им в 
1823 году ‘под названием «Геометрия» и опубликованном 
после смерти автора (1909). Первая часть этой книги цели- 
ком относится к абсолютной геометрии на плоскости и в 
пространстве. Во второй части излагалась собственно евк- 
лидова геометрия. Для полной теории параллельных не XBa- 
тало только третьей части, в которой на базе первой можно 
было с успехом развить собственно неевклидову геометрию, 
т. е. геометрию Лобачевского. Но эта работа оставалась у Ло- 
бачевского еще впереди. Надо было еще и еще раз убедиться 
в недоказуемости У постулата. ` Лобачевский начинает 
с того, что сам пытается доказать V постулат и убеждается 
в безуспешности всех таких попыток. После этого он ста- 
вит себе задачей пополнить теорию параллельных линий 
материалом, построенным на совершенно других началах, 
в основе которых лежит абсолютная геометрия и утвержде- 
ние, противоположное У постулату (его отрицание). 

Первое публичное выступление Лобачевский сделал 
1] февраля 1826 года (ст. стиль). Он сделал доклад на 
заседании физико-математического факультета «Сжатое 
изложение начал геометрии со строгим доказательством 
теоремы о параллельных линиях». Этот день (по новому. 
стилю 23 февраля 1826 года) и считается днем рождения 
геометрии Лобачевского. Письменный доклад Лобачевского 
и был посвящен открытой им новой геометрии, основанной 
на всех аксиомах Евклида, кроме У постулата, и’на пред- 
ложении, противоречащем этому постулату. 

Первая печатная работа Лобачевского по неевклидовой 
геометрии появилась в 1829 году в «Казанском вестнике» 
под названием «О началах геометрии». Затем появляются 
работы: «Воображаемая геометрия» (1835, на французском. 
языке), «Применение воображаемой геометрии к некоторым 
интегралам» (1836), «Новые начала геометрии с полной 
теорией параллельных» (1835—1838), «Геометрические 
исследования по теории параллельных» (на немецком 
языке, 1840), «Пангеометрия» (1855). 
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В своих работах Лобачевский совершенствует свое 
открытие и старается дать ему развернутое учение 
в той же мере, как Евклид в своих «Началах». И это ему 
удалось вполне. Он находит оправдание ̀ своей новой 
геометрии при решении некоторых определенных интегра- 
лов и стремится сделать свои идеи более убедительными 
и доступными для читателя. Он пытается эксперименталь- 
ным путем установить связь своей геометрии с реальным 
физическим пространством и ведет настойчивую борьбу за 
признание своих новых идей. 

Как и следовало ожидать, появление работ Лобачев- 
ского было встречено официальной наукой в лице Петер- 
бургской академии наук более чем холодно и даже 
враждебно. Знаменитые академики М. В. Остроградский 
и В. Я. Буняковский просто их не понимали. Лобачевский 
не только не был приглашен сотрудничать в Петербург- 
скую академию наук, но даже был высмеян и опорочен 
ею как незадачливый ученый. | 

Короче говоря, ученый мир России, включая и луч- 
ших представителей его, повернулся спиной к Лобачев- 
скому. 

Так как царская Россия осталась глуха к новому 
открытию, Лобачевский начинает стучаться в двери Запад- 
ной Европы. 

В 1840 году Лобачевский на немецком языке пишет 
«Геометрические исследования по теории параллельных 
линий» и публикует их в Германии в берлинском изда- 
тельстве Крелля. Один экземпляр брошюры попадает в 
руки профессора Гаусса. 

После ознакомления с сочинением Лобачевского Гаусс 
обратился к Лобачевскому с письмом, в котором сообщал 
об избрании его членом-корреспондентом ученого общества 
при Геттингенском университете, в которое до этого вре- 
мени никто из иностранцев не избирался. В этом весьма 
кратком сообщении Гаусс ни одним словом не обмолвился 
о геометрии Лобачевского и о своем отношении к ней. 
Гаусс только косвенно дал почувствовать „Тобачевскому, 
что он является его единомышленником и считает его круп- 
ным ученым. 

Дальнейшая судьба Лобачевского сложилась весьма 
неблагоприятно. Насильно отстраненный от работы в уни- 
верситете, измученный неравной борьбой за свои новые идеи 
и стесненный материальными невзгодами, он стал быстро 

60



дряхлеть. Ho и в это крайне тяжелое для Лобачевского 
время он, как и прежде, остается несгибаем. За год до 
смерти Лобачевский находит в себе присутствие духа 
и диктует свое новое сочинение, на этот раз последнее, 
все также посвященное своей геометрии, под названием 
«Пангеометрия». 

До полного признания своих идей Лобачевский не до- 
жил 10 лет. Этому признанию помогла смерть Гаусса, 
который умер годом раньше Лобачевского. Почитатели 
Гаусса после его смерти вместе с его замечательными 
трудами из различных разделов математики стали печа- 
тать и личную переписку его с друзьями. Были также 
опубликованы письма, в которых Гаусс пишет, что 
он глубоко заинтересовался новой геометрией Лобачевского 
и для лучшего понимания работ Лобачевского он спе- 
циально изучает русский язык, чтобы читать их в подлин- 
нике. Этого было достаточно для того, чтобы ученый 
мир обратил внимание на творения Лобачевского. В адрес 
Казанского университета с разных концов мира посыпа- 
лись запросы о скорейшей высылке замечательных трудов 
Лобачевского. Общий интерес к Лобачевскому и его гео- 
метрии усилился еще одним чрезвычайно важным собы- 
тием. Итальянский математик Бельтрами впервые в науке 
дал реальное истолкование двухмерной геометрии Лоба- 
чевского на вполне реальной поверхности евклидова прост- 
ранства, которая носит название псевдосферы. Началось 
триумфальное шествие идей Лобачевского. Геометрия Лоба- 
чевского стала самой «модной» наукой. На нее обращают 
внимание ученые всего мира. | . 

Международный ‘спрос на исследования Лобачевского 
был настолько велик, что в 1867 году Совет Казанского 
университета вынес специальное постановление об издании 
полного собрания сочинений Лобачевского. Правда, это 
решение было выполнено с больцим опозданием в течение 
трех лет начиная с 1883 года. 

Совет Казанского университета решил отметить 100-ле- 
тие со дня рождения Лобачевского. На юбилей съехались 
ученые многих зарубежных стран. Съезд вынес единодуш- 
ное решение об увековечении памяти Лобачевского путем 
сооружения памятника и учреждения международной пре- 
мии имени "Лобачевского за выдающиеся открытия в OO- 
ласти геометрии. 

Ha средства, собранные по международной подписке 
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ученых, напротив Казанского университета Лобачевскому 
был сооружен монумент. 

Первыми лауреатами международной премии были немец- 
кие ученые Давид Гильберт и Феликс Клейн, поднявшие 
идеи Лобачевского на еще более высокую ступень и пора- 
довавшие науку весьма важными собственными открыти- 
ями в области обоснования евклидовой и неевклидовой 
геометрий. 

Идя по стопам Лобачевского, немецкий математик 
Риман открывает свою неевклидову геометрию — геометрию 
Римана, которую Альберт Эйнштейн положил в основу 
своей теории относительности. 

Лобачевский становится признанным корифеем науки. 
Он объявляется «Коперником геометрии». 

Значение геометрии Лобачевского для развития 
и процветания современной науки. 

Значение геометрии Лобачевского для прогресса совре- 
менной науки (не только математики!) трудно переоценить. 
Остановимся коротко на этом вопросе. 

1. Геометрия Лобачевского расчистила почву для соз- 
дания современного аксиоматического метода и построения 
такого раздела математической науки как основания гео- 
метрии. | 

2. Геометрия Лобачевского послужила примером постро- 
ения других неевклидовых геометрий: геометрии Римана, 
недезарговой и неархимедовой геометрий и ряда других гео- 
метрий. 

3. Идя по пути Лобачевского и опираясь на неевкли- 
дову геометрию Римана, Альберт Эйнштейн в области 
физики построил теорию относительности, в основе кото- 
‘рой лежит единство пространства, времени и материи. 

4. Современный аксиоматический метод, созданный под 
влиянием идей Лобачевского, находит широкое применение 
для обоснования многих математических дисциплин, вклю- 
чая и некоторые разделы теоретической механики. 

Академик А. Н. Колмогоров писал: «Создание геомет- 
рии Лобачевского явилось новым поворотным пунктом, 
определившим в значительной мере весь стиль математи- 
ческого мышления XIX века, столь противоположный 
стилю мышления математиков предыдущего XVIII века»1. 

1 П. С. Александров и А. Н. Колмогоров, Николай 
Иванович Лобачевский, M.—JI., 1943. 
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$6. МЕТОДИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. 

Материал второй главы может быть полностью исполь- 
зован в работе школьных математических кружков. При 
рассмотрении различных доказательств V постулата в шко- 
ле надо подчеркнуть учащимся, что эти попытки 
интересны не своей несостоятельностью, а 
тем, что каждая из них выявляет все новые 
предложения, эквивалентные У постулату. 
Связь этих предложений с У постулатом далеко не оче- 
видна и знакомство с ними расширяет геометрический 
кругозор. Учащимся будет интересно познакомиться с рас- 
пространенными эквивалентами V постулата и установить 
факты, что без V постулата нет подобных треугольников, 
нет равноудаленных прямых и т. п. 

На занятиях кружка учащиеся знакомятся с биогра- 
фиями творцов неевклидовой геометрии (Лобачевский, 
Больяй, Гаусс). 

Опыт многих учителей показывает, что ознакомление уча- 
щихся с геометрией Лобачевского в основном проходит на 
кружке и состоит из трех разделов. . . 

Первый раздел. Краткое ознакомление ‘учащихся 
с историей У постулата путем рассмотрения некоторых 
попыток его доказательства. 

Второй раздел. Выяснение особой роли аксиомы 
параллельных в построении курса геометрии... 

Третий раздел. Знакомство с некоторыми элемен- 
тами геометрии Лобачевского, с использованием наглядных 
моделей и чертежей. 

ГЛАВА III. 

ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО НА ПЛОСКОСТИ 

(ПЛАНИМЕТРИЯ). 

$ 1. ТЕОРИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ У ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Логический фундамент геометрии Лобачевского. 

Аксиоматика геометрии Лобачевского получается из 
аксиоматики евклидовой геометрии, если из нее удалить 
V постулат Евклида и заменить его аксиомой Лобачев- 
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ского. Следовательно, общей частью геометрий Лобачев- 
ского и Евклида является абсолютная геометрия, т. е. 
совокупность всех геометрических предложений евклидо- 
вой геометрии, не зависящих от У постулата. 

Таким образом, согласно «полной» теории параллель- 
ных, Логическим фундаментом обеих геометрий (Лобачев- 
ского и Евклида) является абсолютная геометрия. На ней 
можно строить как евклидову геометрию, так и геометрию 
Лобачевского. 

Итак, в качестве логического фундамента 
геометрии Лобачевского возьмем все акси- 
омы и теоремы абсолютной геометрии и 
плюс еще аксиома Лобачевского. 

Аксиома Лобачевского. 

Через точку, взятую вне прямой, в плоскости, опре- 
деляемой ими, можно провести более одной прямой, не 
пересекающей данную. 

Другими словами: Через точку, взятую вне прямой, 
в плоскости, определяемой ими, можно провести по 
крайней мере две, а следовательно, и бесчисленное мно- 
жество прямых, не пересекающих данную. 

Три аксиомы абсолютной геометрии, которыми Евклид 
пользовался неявно. 

1) Аксиома Паша. Если прямая лежит в пло- 
скости замкнутой фигуры и входит в нее, пересекая 
ее в некоторой точке, то она и выходит из этой фигуры, 
пересекая ее, по крайней мере, еще в одной точке. 

Сам Паша формулирует свою аксиому так: Если пря- 
мая а лежит в плоскости треугольника АВС, не проходит 
через вершины (рис. 13) и пересекает одну из его сторон, 
то она пересекает и еще одну сторону. 

Другими словами: Если прямая пересекает одну из 
сторон треугольника во внутренней точке, то она пересе- 
чет и еще одну сторону этого треугольника во внутренней 
точке. | 

2) Аксиома Архимеда. Каковы бы ни были два 
отрезка, меньший из них можно всегда взять конечное 
число раз так, что результат превзойдет больший 
отрезок. 
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Другими словами: Для двух отрезков аи 6, причем 
а< 6, всегда можно подобрать такое натуральное число п, 
что. а.п > 6. | 

3) Аксиома Дедекинда. Если все точки прямой 
(луча, отрезка) разбить на два класса с таким расчетом, 
чтобы, во-первых, каждая 
точка принадлежала одно- В 
му и только одному из этих 
классов; во-вторых, оба клас- 
са были не пустые множест- 
ва; в-третьих, все точки 
первого класса лежали по 
одну сторону от точек вто- 
рого класса, то существует 
пограничная точка (деде- 
киндово’ сечение), притом Рис. 13. 
единственная, которая отде- 
ляет первый класс от второго и сама принадлежит одному 
из этих класеов, причем без указания, какому именно. 

Необходимо заметить, что единственность точки, про- 
изводящей дедекиндово сечение, можно было бы’ доказать. 

Далее, аксиому Архимеда можно было бы получить как 
следствие из аксиомы Дедекинда. Таким образом, в основу 
геометрии Лобачевского в дальнейшем изложений положена 
заведомо зависимая система аксиом, что для целей препо- 
давания вполне возможно. 

Важнейшие планиметрические теоремы абсолютной 
геометрии. 

Ниже приводится список основных TeopeM абсолютной 
геометрии на плоскости (планиметрии), которыми будем 
пользоваться в дальнейшем при построении геометрии 
Лобачевского, но на доказательстве их останавливаться 
не будем. | 

1. Любой отрезок (угол) можно единственным образом 
разделить пополам. 

2. Из каждой точки на. прямую, если точка не лежит на 
этой прямой, можно всегда опустить перпендикуляр и при- 
том единственный. 

3. Из каждой точки прямой относительно этой прямой 
можно всегда восставить перпендикуляр и притом единст- 
венный. 
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4. Сумма двух смежных углов всегда равняется 2d. 
5. Все прямые углы равны между собой. 
6. Вертикальные углы равны. 
7. В равнобедренном треугольнике углы при основании 

равны. 
8. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла 

при вершине является медианой и высотой. 

9. Имеют место известные теоремы о сравнении перпен- 
дикуляров, наклонных и их проекций, в частности, что 
перпендикуляр короче наклонной. 

10. Внешний угол треугольника всегда больше любого 
внутреннего, с ним не смежного. 

11. Во всяком треугольнике не может быть более 
одного прямого или тупого угла. 

12. В каждом треугольнике против большей стороны 
лежит и больший угол и наоборот. 

13. В любом прямоугольном треугольнике гипотенуза 
больше любого из катетов. 

14. Сумма любых двух сторон треугольника всегда 
больше третьей. 

15. Если две прямые, будучи пересечены третьей, обра- 
зуют с ней равные соответственные углы, или равные 
накрестлежащие углы, или сумму внутренних односторон- 
них углов, равную 24, то данные две прямые не пересе- 
каются. 

16. Три признака равенства треугольников. 
17. Два перпендикуляра к третьей не пересекаются. 

18. Через точку, лежащую вне прямой, в плоскости, 
определяемой этой точкой и прямой, проходит по крайней 
мере одна прямая, не пересекающая данной. 

19. Сумма внутренних углов любого треугольника не 
более 24 (вторая теорема Лежандра). 

20. Если в плоскости две точки лежат по разные сто- 
роны прямой, то отрезок, их соединяющий, пересекает 
данную прямую. 

21. Если прямая проходит через вершину треугольника 
и какую-нибудь внутреннюю точку его, то эта прямая 
пересекает противоположную сторону этого треугольника 
(следствие из аксиомы Паша). / 

22. Все три биссектрисы любого треугольника пересе- 
каются в одной точке, расположенной внутри треуголь- 
ника. 
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23. В любой треугольник можно всегда вписать окруж- 
ность и притом единственную. 

24. Прямая пересекает окружность не более чем в двух 
точках. | 

25. Равные дуги окружности стягиваются равными 
хордами и наоборот. 

26. Если выбрать единичный отрезок, то всякому отрезку 
можно поставить в соответствие некоторое положительное 
число, выражающее длину отрезка и, наоборот, каждому 
положительному числу можно поставить в соответствие 
некоторый отрезок, длина которого выражается этим чис- 
ЛОМ. 

27. Если все внутренние лучи, выходящие из вершины 
угла AOB, а также стороны ОА и ОВ разбить на два 
класса так, что, во-первых, каждый луч принадлежит 
к одному и только одному из этих классов; во-вторых, 
классы эти не пустые: луч OA принадлежит к I классу, 
а луч ОВ — ко П; в-третьих, каждый луч [ класса лежит 
между ОА и любым лучом П класса, то существует погра- 
ничный луч т (дедекиндово сечение), притом единствен- 
ный, который отделяет I класс от Пи сам принадлежит 
к одному из них без указания, какому именно. 

28. Если выбрать некоторый угол в качестве единицы 
измерения, то каждому углу можно поставить в соответст- 
вие единственное число, которое называется мерой или 
величиной угла. 

Теорема существования параллельных прямых 
по Лобачевскому. 

Плоскость, в которой наряду с аксиомами абсолютной 
геометрии выполняется аксиома Лобачевского, будет назы- 
ваться плоскостью Лобачевского. 

Рассмотрим в IWIOC- 
кости Лобачевского пря- М С 
мую аа и точку М, aL] = р 
не лежащую на этой 5 
прямой. Опустим из этой 
точки на данную пря- 
мую перпендикуляр MN а’ а 
(рис. 14). Далее, в точ- > 
ке М к прямой MN вос- № 
ставим перпендикуляр с. Рис. 14. 
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Теперь все внутренние лучи, выходящие ‘из вершины М 
прямого угла NMc, а также стороны ММ и Me разобьем 
на два класса с таким расчетом, чтобы к I классу относи- 
лись те лучи, которые пересекают a’a, все остальные 
лучи отнесем ко”П классу, т. e. во П класс войдут те 
лучи, которые не пересекают а’а. Проверим, является ли 

это разбиение дедекиндо- 
вым, т. е. удовлетворяет ли 
всем трем требованиям 
аксиомы Дедекинда. 

Первое требование вы- 
полняется: каждый Луч, 
проходящий через вершину 
прямого угла М№ММс, или 
пересекает прямую а’а, или 
не пересекает ее. В первом 

Рис. 15. случае он принадлежит к | 
классу, во втором — ко II. 

Выполняется и второе требование. В самом деле,’ оба 
класса не пустые множества: MN принадлежит заведомо 
к I классу, a c—ko II. 

Третье требование также выполняется. Все лучи 
I класса лежат ниже лучей I] класса. Проверим это. Пред- 
положим противное, что не все лучи | класса лежат ниже 
лучей П класса. Тогда найдется луч / II класса, который 
лежит ниже луча т I класса (рис. 15). Луч m, поскольку 
он [ класса, обязательно пересечет а’а в некоторой конеч- 
ной точке Q. Тогда прямая [, проходя через вершину М 
треугольника ММО и через внутренние точки его, обяза- 
тельно пересечет противоположную сторону NQ в некото- 
рой точке R. Таким образом, луч / пересекает а’а, следо- 
вательно, он I класса, а по условию луч { принадлежит 
ко П классу. Получили логическое противоречие типа Аи 
не-А одновременно. Следовательно, сделанное предположе- 
ние неверно, и лучи I класса располагаются обязательно 
ниже всех лучей П класса, что и требовалось доказать. 

Итак, аксиома Дедекинда для установленных классов 
выполняется. Значит существует пограничный луч 6, кото- 
рый отделяет лучи I класса от лучей II класса. 

Докажем теперь, что луч 6, производящий дедекиндово 
сечение, сам принадлежит ко П классу, т. е. является 
самым нижним лучом II класса. 

Доказательство ведется от противного. Предположим, 
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что лучб принадлежит к I классу. Тогда он должен пере- 
секать а’а в некоторой точке 5 (рис. 16). Возьмем на пря- 
мой а’а правее S произвольную точку Т и соединим ее 
с точкой М. Луч МТ рас- 
положен выше дедекиндова M С 
сечения 0, следовательно, — 
луч МТ принадлежит ко П 
классу и не может пересе- 
кать прямой а’а. Получили 
явное логическое противо- 5 
речие. С одной стороны, 
луч МТ пересекает прямую 7 
а’а, с другой стороны, OH а’ М. $\ а 
не пересекает указанной 
прямой. Чтобы избежать Рис. 16. 
противоречия, надо при- 
знать, что луч 6, производящий дедекиндово сечение, не 
пересекает прямой а’а, т. е. относится ко П классу. Что 
и требовалось установить. | 

Определение. Луч 6b, производящий дедекиндово 
сечение во множестве лучей, проходящих через точку М 
и расположенных внутри угла ММс, и называется na- 

раллельным лу- 
— А чом вточке М отно- 

Ь сительно луча а’а. 
Отсюда вытекает 

следующая теорема: 
Через точку ` М, 

ol —= 

а’ Я взятую вне луча а’а, 
N в плоскости, onpede- 

ляемой этой точкой 
Рис. 17. и данным лучом, мож- 

но провести один 
и только один луч 6, параллельный в точке М относи- 
тельно луча а’а (рис. 17). 

Эту теорему можно сформулировать еще так: 
Через точку М, взятую вне прямой а’а, в плоскости, 

определяемой этой точкой и данной прямой, можно про- 
вести одну и только одну прямую, параллельную данной 
в точке М в направлении а’а (направление параллелизма 
отмечено стрелками). 

Длина перпендикуляра ММ, опущенного из точки, 
взятой на одной из параллельных прямых, на другую, 
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называется отрезком параллельности или, как 
мы будем называть, стрелкой. Угол a носит’ название 
угла параллельности. | 

Луч 6 мы получили, рассматривая лучи прямого угла ММС. 
С таким же правом мы можем рассматривать лучи прямого 
угла М№ММс’ (рис. 18). Для этих лучей получим свое 
дедекиндово сечение — луч 6’. По закону симметрии угол 
параллельности NMb’ будет равняться углу a (конечно, 
это можно было бы доказать методом рассуждения от 
противного). 
‘`Докажем, что угол параллельности (угол a) есть всегда 

острый угол, т. е. 0<*«<-. 

Рис. 18. 

Действительно, я == 0. Если бы a=O0, тогда луч В 
совпадал бы с лучом ММ и не был бы параллельным 

wT 
лучом (он пересекал бы а’а в точке №). Далее, & >. 

Е." к 
Если бы а = (больше —> угол « быть не может, `так 

как в противном случае луч 6 — дедекиндово сечение — 
лежал бы выше луча с, чего быть не может), то лучи 6 
и 6’ совпали бы и через точку, М, расположенную вне 
прямой а’а, в их плоскости проходила бы одна и только 
одна прямая, не пересекающая а’а, т. е. выполнялся бы 
V постулат Евклида, чего быть не может. 

Следовательно, в плоскости Лобачевского угол парал- 
В п лельности есть всегда угол острый, т. е. «< —>-, что и требо- 

валось доказать. 
В итоге получилась теорема: 
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Через точку М, взятую вне прямой а’а, в плоскости, 
определяемой этой точкой и данной прямой, можно про- 
вести два луча В и 5’, параллельных прямой а’а, один — 
в направлении а’а, а другой — в направлении аа’. 

Несколько иначе: 
Через точку М, взятую вне прямой а’а, в плоскости, 

определяемой этой точкой и данной прямой, можно 
провести две различные прямые 6 и 6’, параллельные 
в точке М относительно прямой а’а, одну — в направ- 
лении а’а, другую — в направлении aa’. 

Взаимное расположение прямых пучка относительно 
прямой, не проходящей через его центр. 

Возьмем в плоскости Лобачевского прямую а’а 
и точку М вне ее (рис. 19). Проведем через точку М 
относительно прямой а’а параллельные прямые 6 и OD’, 

Рис. 19. 

одну — в направлении @а’а, другую — в направлении аа’ 
(направление параллелизма указано стрелками). Тогда все 
остальные прямые пучка с центром в точке М делятся 
на две категории: одни пересекают прямую а’а (например; 
прямая /), другие не пересекают прямой а’а (например, 
прямая 1). 

Первые прямые называются конвергент ными 
прямыми, их бесчисленное множество. Все они заполняют 
вертикальные углы, величина которых равна 2a. Вторые 
называются сверхпараллельными или дивер- 
гентными прямыми, их бесчисленное множество. Все 
они заполняют вертикальные углы, покрытые на чертеже 
косой штриховкой. 

Отсюда вытекает следующая теорема: 
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Через любую точку М, взятую вне прямой а’а, 
в плоскости, ими определяемой, проходит две и только 
две прямых bu В’, параллельных прямой а’а, причем 6 — 
в направлении а’а, а 6’ — в направлении аа’, и бесчислен- 
ное множество прямых, конвергентных и дивергентных 
относительно прямой а’а. 

Определение параллельных прямых. 

Для целей более эффективного изложения дальнейшего 
материала дадим определение параллельных прямых в сле- 
дующем виде (существование параллельных прямых дано 
выше). 

Определение. Прямая 6 называется параллельной 
относительно прямой а в точке М в направлении а 
(направление указано стрелкой), если, во-первых, прямые В 
и а лежат в одной плоскости, во-вторых, 6 не пересе- 
кает а, в-третьих, всякая прямая 1, проходящая через 
точку М и идущая внутри угла ММФ, где М — любая 

точка прямой а, пере- 
секает а в некоторой 
точке Q (рис. 20). 

Замечание. Необ- 
ходимо подчеркнуть, что 
когда мы’ говорим о па- 
раллельности прямой 6 
относительно прямой а, 
то нужно обязательно 

Рис. 20. указывать, в какой точ- 
ке прямой 6,.так как 

в другой точке этой прямой условия параллельности 
(третье условие) могут и не выполняться. Кроме того, 
надо обязательно указывать направление параллелизма 
относительно а, так как а имеет два направления. Направ- 
ление параллелизма прямых в дальнейшем всегда будет 
указываться стрелками. 

Геометрия Евклида как предельный случай 
геометрии Лобачевского. 

В геометрии Лобачевского, как это было установлено 
выше, угол параллельности @ есть всегда угол острый 
и, как увидим далее, есть величина переменная, 
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зависящая от стрелки, т. е. а = Ц (й);, где П — характе- 
ристика функции, введенная еще Лобачевским, а h — вели- 
чина стрелки. 

В евклидовой же геометрии, как. известно, угол парал- 
лельности есть всегда величина постоянная (не зависит от 

у)" 
величины стрелки) и равна -5-. 

Ясно, что если в геометрии Лобачевского « стремить 
wT 

к —>-. TO геометрия Лобачевского в этом предельном случае 

становится геометрией Евклида. Действительно, в этом 
случае через точку М вне прямой а’а в плоскости, ими 
определяемой, будет проходить одна и только одна прямая, 
параллельная данной, так как прямые 6’ и 6, параллель- 
ные а’а (рис. 19), в этом случае сольются и будут 
неразличимыми. 

Распространение свойства параллельности на все 
точки прямой. 

Теорема. 

Если прямая 6 параллельна прямой а в какой-нибудь 
одной своей точке М в указанном направлении, то она 
параллельна ей во всякой другой своей точке, взятой 
справа и слева от точки М, в этом же направлении. 

Доказательство. 

Доказательство этой теоремы разобьем на две части. 
В первой части рассмотрим случай, когда произвольная 
точка на 6 берется пра- 
Bee M. Во второй п? 
части рассмотрим слу- 
чай, когда произвольная 
точка Ha 6 берется ле- 
вее М. L 

Доказательство Q a 
первой части. Пусть м к 
М’ произвольная точка 6 
и расположена правее М Рис. 21. 
(рис. 21). Докажем, что 
Б|а в точке М’ в TOM же (указанном стрелками) на- 
правлении. Для доказательства ‘надо решить три вопроса: 

1. Прямые 6 и а лежат в одной плоскости. 
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2. Прямая 6 не пересекает прямой a. 
3. Любая прямая т, проходящая через точку М’ 

и идущая внутри угла NM’'b, где N — произвольная точка 
прямой а, пересекает прямую а. 

Первые два вопроса являются очевидными. Действи- 
тельно, 6 и а лежат в одной плоскости, так как рассмат- 
риваемая теорема относится к планиметрии, и вся фигура 
лежит в одной плоскости. Далее, прямая 6 не может 
пересекать а, в противном случае Db не была бы парал- 
лельна а в точке М в указанном направлении и тем самым 
нарушалось бы условие теоремы. 

Для справедливости теоремы в первой ее части остается 
решить третий вопрос. Возьмем на прямой а произвольную 
точку N и соединим ее с точками М и М’. Возьмем теперь 
произвольную прямую т, проходящую через точку М’ 
и идущую внутри угла ММ’б. Докажем, что т пересечет a 
в некоторой точке К. Для этого на прямой т внутри 
полосы параллелизма возьмем произвольную точку L 
и соединим ее с точкой М. Прямая ML обязательно 
пересечет а в некоторой точке Q, в противном случае 6 He 
была бы параллельна а в точке М и тем самым на- 
рушалось бы условие теоремы. 

Теперь рассмотрим прямую т. Она не проходит ни 
через ‘одну из вершин треугольника MNQ и пересекает 
одну из сторон его, а именно сторону МО; следовательно, 
по аксиоме Паша, прямая т обязана пересечь и еще одну 
сторону указанного треугольника. Сторону MN прямая т 
пересечь не может, так как для этого она должна пересечь 
прямую M’N, чего быть не может, ибо различные пря- 
мые М’М№ и т не могут иметь двух общих точек. Следо- 
вательно, прямая м должна пересечь сторону NQ в не- 
которой точке К, а, значит, т пересекает а. 

Выходит, что для точки М’ все три требования, 
определяющие параллельность 6 относительно а, выпол- 
няются, следовательно, 6 параллельна а в точке М’ 
в указанном направлении. Первая часть доказана. 

Доказательство второй части. Пусть М” — 
произвольная точка прямой 6, расположенная левее точки М. 
Докажем, что Б|а в точке М”. Для этой цели надо 
доказать: 

1) биа лежат в одной плоскости. 
2) 6 не пересекает а. 
3) Всякая прямая [ проходящая через точку М”



и идущая внутри угла М/М”б, где N — произвольно взятая 
точка на прямой а, пересекает a. | 

Первые два пункта выполняются. Мотивировка буквально 
такая же, как и в первой части. Остается доказать 
выполнимость третьего пункта. Пусть / (рис. 22)—произволь- 
ная прямая, проходящая 
через точку М” и иду- 
щая внутри угла NM". 
Возьмем на прямой 6 
вне полосы параллелиз- 
ма сверху, как это пока- 
зано на чертеже (рис. 22), 
произвольную точку S 
и соединим ее с точ- 
кой М. Поскольку 6 [а — 

ку 0 | N \P ™ 

5 

в точке М в указан-. 
ном направлении, то 
прямая SM пересечет a Рис. 22. 
в некоторой точке Т. | 
Прямая J, проходя через точку М” как вершину треугольни- 
ка NM’M, пересечет противоположную сторону в некоторой 
точке LU (теорема 21-я абсолютной геометрии). Применим, 
далее, к прямой / и треугольнику ММТ аксиому Паша. Co- 
гласно этой аксиоме, прямая J, пересекая сторону NM во 
внутренней точке (Л, должна пересечь и еще одну сторону 
также во внутренней точке. Пересечь сторону МТ во внут- 
ренней точке прямая / не может, так как пересекает ее BO 
внешней точке 5. Следовательно, прямая [ пересекает' сто- 
рону NT во внутренней точке P. А значит, и пересекает 
прямую а. Таким образом, третий пункт доказан. А раз 
все три пункта, определяющие параллелизм в точке М", 
выполняются, значит, 6 |а в точке М” в указанном 
направлении. 

Итак, обе части теоремы доказаны, следовательно, 
теорема доказана полностью. 

Свойство взаимности параллельных прямых. 

Лемма. 

Через любую точку, взятую на одной из двух прямых, 
расположенных в одной плоскости, можно всегда провести 
секущую равного наклона, т. е. прямую, образующую 
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с данными прямыми равные внутренние односторонние 
углы, и притом единственную. 

Доказательство. 

Пусть а и 6 — произвольные прямые, расположенные 
в одной плоскости. Пусть М — произвольная точка, взятая 
на прямой a. Докажем, что через точку М можно провести 

прямую MN равного накло- 
на относительно прямых а 
и 6. 

Для доказательства на 
прямой 6 возьмем произ- 
вольную точку №. Обозна- 
чим внутренние углы аММ№ 
и ММ соответственно че- 
рез a и В (рис. 23). Если 
окажется, что a = 8, тогда 

Рис. 23. прямая ММ и будет секу- 
щей равного наклона. Ес- 

ли же a 8, то возможны два случая: или a> 8, или 
a< В. Для определенности положим, что «>В. При 
движении точки /` вправо по прямой 6 угол В будет 
возрастать до тупого угла, а угол а будет убывать до 
острого угла. На основании аксиомы непрерывности Деде- 
кинда, переход от прямых, для которых a > В (I класс), 
к прямым, для которых « <В (II класс), может произойти 
только через равенство, т. е. существует прямая ММ 
(дедекиндово сечение) и притом единственная. (единствен- 
‘ность доказывается самостоятельно), для которой a = В. 
Эта прямая и будет секущей равного наклона, что и требо- 
валось доказать. 

Теорема взаимности. 

Если прямая а параллельна 6 в каком-нибудь направ- 
лении, то и, наоборот, прямая 6 параллельна прямой a 
в том же направлении. 

Доказательство. 

Пусть а параллельна 6 в направлении, указанном 
стрелками (рис. 24). Докажем, что 6 параллельна а в том же 
направлении. 

Для доказательства на прямой 6 возьмем произвольную 
точку В и через нее относительно прямых Bb и а проведем 
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секущую равного наклона BA, что вполне возможно 
согласно только что доказанной лемме. 

Ясно, что /аАВ = / ABb = и. 
Теорема будет доказана, если мы сумеем доказать, 

что 6 параллельна а в точке В в указанном направлении. 
А для этого нужно доказать: 1) 6 и а лежат в одной 
плоскости, 2) Биа не пересекаются и 3) всякий луч J, 
проходящий через точку 
Ви идущий внутри угла 
ABb, пересекает а в не- 
которой точке Q. 

Первые два пункта 
выполняются. Докажем 
выполнимость третьего 
пункта. Обозначим угол, 
образованный прямой [ с Н р 
прямой ВА через В. По- В 
строим угол, равный 
В (8 < а), вершиной кото- Рис. 94. 
рого была бы точка А, а 
одной из сторон являлась бы прямая АВ (рис. 24). Вторая 
сторона этого угла—прямая 1 — обязательно пересечет 6 в 
некоторой точке P,Tak как по условию а || 6 в указанном на- 
правлении в любой точке, а следовательно, и в точке А. 
Теперь от точки A вправо отложим отрезок AQ, равный 
отрезку ВР. Соединим точки В и Q и докажем, что прямая 
[ сливается с прямой BQ. Для этого рассмотрим два тре- 
угольника: BAQu АВР. Эти треугольники равны, так как 
имеют по две равные стороны (AQ = BP и АВ — общая) и по 
равному углу, заключенному между ними. По известной тео- 
реме абсолютной геометрии в равных треугольниках против 
‘равных сторон лежат и равные углы. Значит, 7 ABQ = В. 
Но ZABlL=8. Следовательно, [= BQ. А это и нужно 
было установить. 

Итак, все три пункта, определяющие параллельность 
прямой 6 относительно прямой а в точке В в указанном 
направлении, выполнены. Следовательно, 6 || а в точке В 
в указанном стрелками направлении. Но раныше было 
доказано, что если прямая параллельна другой прямой 
в какой-нибудь одной точке, то она параллельна ей во 
всякой другой своей точке (направление параллелизма 
берется одно и то же). Значит, окончательно, 6 || а в TOM же 
направлении, что и требовалось доказать. 
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Свойство транзитивности параллельных прямых. 

Теорема транзитивности. 

Если прямая а параллельна прямой 6, а прямая b 
параллельна прямой с, то прямая а параллельна прямой с, 
причем направление параллельности берется общее. 

Доказательство. 

Поскольку а и с не пересекают 8 (в противном случае 
аи с не были бы параллельны 6), то возможны два 
случая. Первый случай, когда а и с находятся по разные 
стороны от В, и второй случай, когда а и с находятся по 
одну сторону от 6. 

Рассмотрим сначала первый случай (рис. 25). Возьмем 
на прямых а и с соответственно по произвольной точке M 
и №. Поскольку прямые a и с находятся по разные сто- 
роны от прямой 6, то прямая ММ обязательно пересечет 
прямую 6 в некоторой точке, расположенной между М 
и N. Чтобы убедиться в справедливости доказываемой 
теоремы, надо доказать: 1) а и с лежат в одной плоскости, 
2) а и с не пересекаются, 3) произвольная прямая [, про- 

ходящая через точку М 
M и идущая внутри угла 

а аММ, пересекает пря- 
мую с. 

b Первый пункт выпол- 
>= няется, так как рассмат- 
с ривается вопрос планиме- 

———” трии. Второй пункт также 
°\ выполняется. Если бы а 

и с пересекались, то, по 
теореме Паша, прямая 6 

Рис. 95. пересекала бы по крайней 
мере одну из прямых а 

и с, что противоречит условию (a || 5 u 6 || с). Выполняется 
и третий пункт. Действительно, / пересекает 6 в некоторой 
точке Ю, в противном случае а не была бы параллельна 6, 
что нарушало бы условие теоремы (а || 6). Далее, / пересекает 
также прямую с, так как в противном случае 6 не была бы 
параллельна с и тем самым опять нарушалось бы условие 
теоремы (0 || с). Таким образом, третий пункт выполняется. 
Итак, все три пункта, определяющие параллельность а 
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относительно с в указанном направлении в точке М, 
а значит, и в Любой точке, выполняются полностью. 
Следовательно, а || с. 

Рассмотрим теперь второй случай. Пусть а и с нахо- 
дятся по одну сторону от 6. Для определенности положим, 
что а и с находятся сверху 6 (расположение а и с снизу 
от 6 принципиально ничего нового не вносит). Прежде 
всего отметим, что @ и с не могут пересекаться. В про- 
тивном случае через точку их 
пересечения в одном и том же 
направлении относительно 6 
проходили бы две параллель- 
ные прямые а и с. 

Выходит, что а и ВБ не 
пересекают с. Будем считать 
в дальнейшем, что а и 6 Ha- 
ходятся по разные стороны 
от с, как это изображено на 
чертеже (рис. 26). 

На прямых а и 6 возьмем Рис. 26. 
соответственно по произволь- 
ной точке М и М. Поскольку а и 6 находятся по разные 
стороны от с, то прямая ММ обязательно пересечет с 
в некоторой точке Q, расположенной между М и N 
(теорема абсолютной геометрии). Теперь все подготовлено 
для того, чтобы доказать, что а || св указанном направле- 

нии. Для этого решим три вопроса: 1) а и с лежат в одной 
плоскости, 2) аи с не пересекаются, 3) любая прямая т, 
проходящая через точку М и идущая внутри угла aMQ, 
пересекает с в некоторой точке 5. | 

Действительно, первые два пункта, как мы знаем, 
выполняются; первый потому, что излагается теорема 
планиметрии и все элементы чертежа (рис. 26) лежат 
в одной плоскости, второй — по доказанному (выше было 
доказано, что а не может пересекать с). Следовательно, 
остается только убедиться в выполнимости третьего пункта. 
Пусть т — произвольная прямая, проходящая через точку М 
и идущая внутри угла аМО. Так как по условию а || 6, 
то т пересечет 6 в некоторой точке $. Выходит, что 
точки Ми S находятся по разные стороны относительно 
прямой с, так как они лежат на прямых а и 6, располо- 
женных по разные стороны от прямой с. Следовательно, 
по известной теореме абсолютной геометрии (теорема 20-я) 
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прямая MS пересечет с в некоторой точке R, a, значит, 
т пересекает с. 

Все три пункта выполнены. Отсюда а || с в указанном 
направлении. И во втором случае теорема выполняется. 
Теорема доказана полностью. 

Следствие. Две прямые, параллельные порознь 
третьей, параллельны между собой, причем направление 
параллелизма общее. 

Доказательство. 

Пусть а | сиб || с. Докажем, что а || 6. Во всех случаях 
направление параллельности берется общее. 

Так как Вс, To по теореме взаимности с || 6. Тогда 

имеем а |сис|| 6. Следовательно, по только что доказан- 
ной теореме транзитивности будем иметь, что а |6, что 
и требовалось доказать. 

$ 2. О ТУПЫХ И ОСТРЫХ УГЛАХ. 

Теорема. 

Если из точек одной из двух прямых, расположенных 
в одной плоскости, опустить перпендикуляры на другую, 
то в сторону тупого угла возрастают тупые углы, 
а, следовательно, в сторону острого угла возрастают 
острые углы. 

Доказательство. 

Рассмотрим в плоскости Лобачевского две произволь- 
ные прямые а и O (рис. 27). Возьмем на прямой а про- 
извольную точку М и из нее на прямую 6 опустим 
перпендикуляр MN, где № — основание перпендикуляра. 
Обозначим угол аММ через a, а смежный с ним угол 

через В. Если окажется, что @ =>, то MN будет общим 

перпендикуляром прямых а и 6. Тогда никакого другого 
общего перпендикуляра а и 6 иметь не могут, так как две 
прямые, расположенные в плоскости Лобачевского, не 
могут иметь больше одного общего перпендикуляра. Про- 
тивное предположение приводит к существованию в 
плоскости Лобачевского прямоугольника, что равносильно У 
постулату, а этого быть не может. Будем считать, что MN 
не является общим перпендикуляром к au OD (если MN 
все же окажется общим перпендикуляром, то вместо него 
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мы возьмем любой из перпендикуляров к прямой -b, распо- 
ложенный слева или справа oT MN). 

Так как ММ не является общим перпендикуляром 
каибф, то один из смежных углов a и В должен быть 
тупым, а другой — острым. Для определенности положим, 
что угол a тупой, а В — острый. Возьмем на прямой а 
справа от М серию точек: M,, Мо, М., ... . Опустим из 
этих точек на пря- 
мую 6б перпендикуля- м а 
ры: ММ, М.М, М2 3 
M,N .... Обозна- M м Alor № a3 a 
чим углы, образован- =“ 2“ 
ные этими перпенди- 
кулярами с прямой 6, 
соответственно о1, @», 
Us, ..., а смежные | 
& ними — соответст: ajd_ did did did djdb 
венно 8, В», Bs, .... N М, № № 
Тупой угол х располо- 
жен справа от MN, а 
острый угол В — слева 
от ММ. Поэтому направление вправо будем называть 
направлением тупого угла, а’направление влево — направле- 
нием острого угла. Выпишем теперь в направлении тупого 
угла углы а1, о, 3, ... H докажем, что для них выполняются 
неравенства ©, < а. << a,<..., т. е. в сторону тупого угла 
тупые углы возрастают. Ну, а тогда в сторону острых 
углов будут возрастать острые углы, и теорема будет до- 
казана полностью. 

Докажем сначала, что a, <a. Прежде всего заметим, 
что a, -+ 8, < 2d, так как сумма внутренних углов в четы- 
рехугольнике M,N,N.M, меньше 4d, а сумма углов при 
нижнем основании равна 2d (по Лобачевскому, сумма 
внутренних углов любого четырехугольника меньше 44). 
Далее, о. -- В, =24 как сумма двух смежных углов по 
известной теореме абсолютной геометрии (теорема 4-я). 

Вычитая из неравенства a,-+8,<2d равенство a,+8,—2d, 
получаем неравенство a, <a, что и требовалось доказать. 

Аналогичным образом можно было бы доказать, что 
а. За. и т. д. Следовательно, действительно выполняется 
серия неравенств: 

Рис. 97. 

<< а<..., 
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а это означает, что в сторону тупого угла тупые углы 
возрастают. Раз тупые углы возрастают, то будет выпол- 
няться и Такая серия неравенств: 

8<В<В<... ’ 

т. е. в сторону острого угла острые углы возрастают. 

Теорема доказана полностью. 

$ 3. О ПРОЕКЦИЯХ РАВНЫХ ОТРЕЗКОВ-И ПРОЕКТИРУЮЩИХ 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРАХ. 

Теорема. 

Если из концов равных отрезков, взятых на одной 
из двух данных прямых, расположенных в одной плоскости, 
опустить ‘на другую прямую перпендикуляры, mo 
в сторону тупого угла проекции равных отрезков умень- 
шаются, а проектирующие перпендикуляры растут 
быстрее, чем в арифметической прогрессии. 

Доказательство. 

Отложим на прямой а равные отрезки М.М, = М.М. 
(рис. 28). Из концов этих отрезков опустим на прямую 6 

перпендикуляры M,N,, 
4 

—~ м, M3 — М.М, М.М., причем 
р И предполагается, что a 

PAG & oe и 6 лежат в одной плос- 
Е; KOCTH. 
a Обозначим угол 

М.М, М, через a, и будем 
считать его тупым. Рас- 

| смотрим еще два ана- 
b did did did логичных угла в. и Gs, 

. образованные двумя дру- 
№ NS № № гими проектирующими 

Рис. 28. перпендикулярами M,N, 
и M,N; с прямой а. 

Согласно теореме о тупых и острых углах, рассмотренной 
выше, будем иметь: a, «а. «а. (в сторону тупого угла 
тупые углы возрастают). 

Докажем сначала, что в сторону тупого угла a, про- 
екции равных отрезков уменьшаются, т. е. N,N, > М№.М.. 
Для этой цели повернем четырехугольник М.М. М№ММз 
вокруг стороны М.М№., приняв ее за ось вращения, с таким 
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расчетом, чтобы сторона NN, пошла по стороне N,N, 
четырехугольника M,N,N.M,. Теперь остается доказать, 
что. N,N, займет часть N,N, т. е. №. будет находиться 
между № и №. (через №, обозначена точка № в новом 
своем положении). После указанного вращения и совмеще- 
ния прямая М.М. пойдет по прямой М.М., где через М, 
обозначена точка пересечения прямой M,N, с прямой М.М. 
в новом ее положении после вращения. Ясно, что угол 
М! М.М. равняется a. Обозначим углы М.М, М. и М, М.М. 
соответственно через Ви 1. Докажем, что >В. Действительно, 
с одной стороны, из рассмотрения суммы внутренних углов 
четырехугольника М,М№ММ№М., учитывая, что углы при 
нижнем основании прямые, 

Ва, < 2d. (1) 

С другой стороны, 

ты = 2d (2) 
как сумма двух смежных углов. Кроме того, как доказано 
выше, | 

Oy < Mp. (3) 

Усилим левую часть равенства (2) за счет неравенства 
(3), получим 

{++ а. > 24. (4) 

Теперь вычтем неравенство (4) из неравенства (1), 
будем иметь: В —1< 0, или В< т, или, что то же, 1> В, 
что и требовалось доказать. 

Применим далее к треугольнику M,M,M, аксиому 
абсолютной геометрии (теорема 12-я), согласно которой 
в треугольнике против большего угла лежит и большая 
сторона. Согласно этой теореме М, М, > M,M,. По условию, 
M,M, = М.Мёф, следовательно, М, М. > М.Мз. Откуда М.М. 
в новом своем положении займет часть отрезка М,Мь, т. е. 
точка М, ‘будет находиться между точками М, и My, а ее 
проекция (точка №.)—между точками N, и N,. Следовательно, 
М.М > М.Мз. Теорема в первой своей части доказана. 

Переходим к доказательству второй части. Для большей 
наглядности приводим специальный чертеж (рис. 29). 
Проектирующие перпендикуляры будут расти быстрее, чем 
в арифметической прогрессии, если докажем, что приросты 
проектирующих перпендикуляров в сторону тупого угла а 
возрастают. Чтобы получить эти приросты, отложим 
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отрезок М.М, равный отрезку M,N,, и отрезок М.М, 
равный отрезку M,N. Тогда отрезки М.М, и М.М, и 
составят соответствующие приросты проектирующих перпен- 
дикуляров. Для доказательства теоремы во второй ее части 
надо таким же образом установить, что М.М, < М. М.. Для 
этого на прямой M,N, вверх от точки М. отложим отре- 

зок М. М,, равный отрезку М3 М.. 
M> Точку М, соединим с точкой Ms. 

ut М;— — Рассмотрим теперь два треуголь- 
ие ника: ЛМ.М'М, и АМ, М”М.. 

м, = ; 3 Эти треугольники равны, т. е. 
>. М? АМ, М,М,=АМ.М.М,, так как 

имеют по две равные стороны 
(М.М, = М.М:и М.М, = М.М.) 
и по равному углу, ‘заключен- 
ному между ними (ДМ. М.М. = 
ДМ"М.М., как вертикальные). 
В равных треугольниках против 
равных сторон лежат и равные 

м № № углы (теорема — абсолютной 
Рис. 29. геометрии). Следовательно, 

ДМ: М, М, = ДМ.М.М.. Дока- 
жем, что оба угла тупые. 

`’ Действительно, четырехугольник M,N,N.M, есть четы- 
рехугольник Саккери, так как у него углы при нижнем 
основании прямые, а боковые стороны одинаковы. Но 
четырехугольник Саккери, как известно, обладает весьма 
замечательным свойством: углы при верхнем основании 
у него равные и острые. Следовательно, -~M,M,N,— 
острый. Тогда смежный с ним угол, т. е. угол М.М, М. 
будет тупой. Угол М.М. М., равный углу М. М,М., будет 
также тупой. 

Отложим теперь на прямой M,N, от точки М. вверх 
отрезок М, М, равный отрезку М М, и соединим прямой 
точку Mi с точкой Mz. Полученный четырехуголь- 
ник М, МММ; будет четырехугольником Саккери по 
построению, так как у него углы при нижнем основании 
прямые, а боковые стороны одинаковые. Следовательно, 

. (ММ. М. острый как один из равных острых углов при 
верхнем основании четырехугольника Саккери. Учитывая 
это, легко заключить, что точка М, находится между точ- 
ками М, и М», как это изображено на чертеже (рис. 29). 
Действительно, точка М, не может совпадать с точкой М., 
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в противном случае острый угол № 2M, Ms равнялся бы 
тупому углу М.М.,М.. Но.точка М, не может распо- 
лагаться и ниже точки М., между точками М, и Mz, 
в противном случае по теореме о внешнем угле. треуголь- 
ника (теорема 10-я абсолютной геометрии) острый 
угол NM, M, был бы больше тупого (Д М.М. М.), чего 
быть не может. 

Таким образом, можно считать доказанным, что 
ММ, < M2M,. Так как ММ, = М.М, и М.М. =М.М,, 
то MM) < M,M,. Следовательно, в сторону тупого угла a, 
проектирующие перпендикуляры. M,N,, M.N2, М.М. растут 
быстрее, чем в арифметической прогрессии. 

Вторая часть теоремы тоже доказана. 

$ 4. ОБ ОДНОМ ДОСТАТОЧНОМ ПРИЗНАКЕ ДИВЕРГЕНТНОСТИ 
ДВУХ ПРЯМЫХ. 

Теорема. 

Если две прямые, будучи пересечены третьей прямой, 
образуют с ней равные соответственные односторонние 
углы, то такие две прямые дивергентны между собой. 

Доказательство. 

Пусть две прямые а и OD расположены в плоскости 
Лобачевского и пересечены третьей прямой ММ (рис. 30). 
Пусть далее соответствен- 
ные углы, образованные 
прямыми а и Oc MN, рав- Р М 
ны, т.е. / | = / 2. Дока- | 
жем, что при этих усло- 0 Vaal 
виях данные две прямые а 
и 6 дивергентны меж- ui [о] 
Wy собой, т. е. будучи pac- Ware Q 
положены в одной плоскос- | 
ти (рассматриваем вопросы Рис. 30. 
планиметрии), они не пере- 
секаются и не являются параллельными. 

Для доказательства опустим из точки 0, которая 
является серединой отрезка МЛ, на прямые а и 6 перпен- 
дикуляры ОР и OQ. Полученные прямоугольные треуголь- 
ники: ЛОРМи A OQN будут равны, т.е. A OPM = A OQN, 
так как имеют по равной гипотенузе и по равному острому 
углу (Z ОМР = Z ONQ как углы, дополняющие равные 
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углы: £1 Hu £2 до 180°). Из равенства указанных тре- 
угольников вытекает, что Z РОМ = 7 QON. Следовательно, 
эти углы можно рассматривать ‚как вертикальные, откуда 
РОО не ломаная, а прямая линия, перпендикулярная к пря- 
мым аи 6. Значит, а и 6 имеют общий перпендикуляр. 
Но общий перпендикуляр могут иметь только дивергентные 
прямые. 

Прямые а и 6 не могут пересекаться как два перпенди- 
куляра к одной и той же прямой. Действительно, противное 
предположение привело бы к утверждению, что внешний 
угол треугольника равняется внутреннему, не смежному 
с ним углу, что противоречит известной теореме абсолют- 
ной геометрии (теорема 10). | 

Далее, аи 6, не пересекаясь, не могут быть парал- 
лельными, в противном случае общий перпендикуляр 
к ним РО был бы стрелкой, а прямой угол аРО был 
бы углом параллельности, чего в плоскости Лобачевского 
быть не может. | 

Таким образом, действительно, прямые а и 6, находясь 
в одной плоскости, не пересекаются и не являются парал- 
лельными. Следовательно, эти прямые являются дивергент- 
ными, что и требовалось доказать. 

$ 5. ОСТРЫЙ УГОЛ КАК УГОЛ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ. 

Теорема. 

Всякий острый угол, как бы мал он ни был, всегда 
можно рассматривать как угол параллельности, соответ- 
ствующий некоторой стрелке. 

Доказательство. 

Пусть & — произвольный острый угол (рис. 31). Докажем, 
что существует такой отрезок A, который можно принять 
за стрелку, для которой угол a будет являться углом 
параллельности, т. е. а = П (й). 

Пусть сторонами угла a будут лучи аи 6. Разобьем 
все точки луча а на два класса. К | классу отнесем Te 
и только те точки луча а, в которых перпендикуляры, 
восставленные в них к лучу а, пересекают луч 6. Все 
остальные точки луча а, не обладающие указанным свой- 
ством, отнесем ко П классу. Докажем, что рассматривае- 
мое сечение точек луча а на классы является дедекиндо- 
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вым, т. е. удовлетворяет всем трем требованиям аксиомы 
Дедекинда. 

Действительно, первое. требование выполняется. Всякая 
точка, взятая на луче а, принадлежит или к [ классу, 
или ко П классу, так как перпендикуляр, восставленный 
в ней к лучу а, или пересекает луч 6, или его He пересе- 
кает. 

Второе требование также выполняется. Оба класса — 
не пустые множества. В самом деле, [ класс не является 
пустым, к нему, например, заведомо принадлежит точка М, 
которая является основанием перпендикуляра, опущенного 

b 

Рис. 31. 

из произвольной точки М, луча 6 на луч a.. П класс 
является также не пустым. Доказательство этого факта 
будем вести методом от противного. Предположим, что 
П класс является пустым, т. е. все точки луча а принад- 
лежат к I классу. Это значит, что перпендикуляры, . вос- 
ставленные к лучу а в любой его точке, пересекают луч 6. 
Далее, проведем такое построение. Из произвольной точки М, 
луча 6 опустим на луч а перпендикуляр M,N,. Теперь 
вправо от точки N, вдоль луча а отложим отрезок №, М., 
равный отрезку AN,. В точке М№ к прямой а восставим 
перпендикуляр M,N, который обязательно пересечет луч 5 
в точке М. (по предположению, точка N, [ класса). Затем 
вправо от точки /Л., вдоль луча а отложим отрезок М№.М., 
равный отрезку АМ., и в точке № к лучу а восставим 
перпендикуляр M,N,. Поскольку № есть точка [| класса, 
то этот перпендикуляр обязательно пересечет 6 в некото- 
рой точке M,. Такое построение можно вести до бесконеч- 
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ности. В результате получаются треугольники: A AN My, 
ЛА АМ.М., А АМ. М. И TF. J. 

Обозначим дефект первого треугольника через в, т. е. 

(ДАМ, М, =, 
причем wo > 0. Тогда, на основании теоремы аддитивности, - 
доказанной выше, будем иметь: 

6 (^ АМ, М.) =5(А АМ, М, 8 (А М,М,М.) + 
+8 (А М.М, М») = 20 8 (АМ.М.,М.), 

откуда 

(ДАМ, М) > 2. (1) 
Далее: 

6 (А АМ. М.) = 26 (А АМ, М.) +8(A М.М, М}; 
8 (А АМ М.) > 2%. 

Продолжая этот процесс как угодно далеко, получим: 

3 (ДАМ, М,) > 2—1. | 

По аксиоме Архимеда, как бы мало ни было число ©, 
натуральное число 2"-! можно сделать настолько большим 

(для этого достаточно 
b большим надо взять Ha- 

р ra туральное число п), что 
2"—щ будет больше чис- 

$ ла 2d, т. е. 2" > 24. 
Выходит, что 

8(AAN,M,) > 24, чего, 
как указывалось выше, 
быть не может. Следова- 

А се __А тельно, предположение о 
Q Pp том, что II класс пустой, 

приводит к логическому 
Рис. 32. противоречию. — Таким 

образом, П класс не яв- 
ляется пустым и второе требование аксиомы Дедекинда 
выполняется. 

Выполняется, наконец, и третье требование (точки 
I класса расположены левее точек П класса). Доказатель- 
ство проведем также методом от противного. Предположим, 
что не все точки I класса расположены левее точек 
I] класса. Согласно этому предположению, на луче а 
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найдется по крайней мере одна точка P Г класса, распо- 
ложенная правее хотя бы одной точки @ П класса (рис. 32). 

Поскольку Р— точка | класса, TO перпендикуляр 
в ней РК, восставленный к лучу а, пересечет луч 6 вточке К. 
Тогда перпендикуляр QS, восставленный к лучу а в точке Q, 
пересечет сторону AP треугольника APR во внутренней 
точке (в точке Q). Следовательно, по аксиоме Паша, он 
должен пересечь и 
еще одну сторону это- 
го треугольника так- Q 7 
же во внутренней точ- | 
ке. Пересечь сторону и” 
PR он не может, так 
как два перпендику- 
ляра к одной и той же 
прямой пересекаться 
не могут. Остается д с а 
одно: перпендикуляр N В 
QS пересекает сторо- 
ну AR в некоторой Рис. 33. 
внутренней точке 5. 
Следовательно, QS пересекает 65. А раз так, то точка Q 
принадлежит к I классу. Получилось противоречие типа 
А и не-А одновременно, так как по условию точка Q 
П класса. Противоречие получилось потому, что мы с са- 
мого начала сделали неверное предположение, что не все 
точки I класса лежат левее всех точек II класса. 

Таким образом, и третье требование аксиомы Дедекинда 
выполняется. А раз выполняются все требования аксиомы 
Дедекинда, то существует пограничная точка N 
(дедекиндово сечение), которая отделяет [ класс от П 
и сама принадлежит к одному из них. 

Докажем, что точка N принадлежит ко II классу, т.е. 
является самой левой (самой первой) точкой П класса. 
Доказательство ведется методом от противного. 

Предположим, что точка N (дедекиндово сечение) при- 
надлежит к I классу, тогда перпендикуляр, восставленный 
в ней к лучу а, должен пересекать луч 6 в некоторой 
точке М (рис. 33). 

Возьмем теперь на луче 6 правее точки М произволь- 
ную точку Q и из Hee на луч а опустим перпендикуляр QR, 
где К — основание этого перпендикуляра. Точка К распо- 
ложится правее точки N, в противном случае получилось 
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бы, что из точки пересечения прямых MN и QR на луч a 
было бы опущено два различных перпендикуляра, чего, 
как известно из абсолютной геометрии, быть не может. 

Поскольку точка Ю находится справа от точки N (точки 
I класса), то она принадлежит ко П классу. Ho ко II классу 
точка Ю принадлежать не может, так как согласно построе- 
нию перпендикуляр к лучу а, восставленный в точке R, 
заведомо пересекает луч 6 в точке Q, а этим свойством 

обладают только точки 
b [ класса. Получили явное 

C | противоречие: с одной 
стороны, точка R— 
П класса, с другой — не 

и | является точкой. II клас- 
So» са. В чем же дело? Пред- 

2 41 4 положение о том, что 
К м точка / (дедекиндово 

сечение) является точ- 
Рис. 34. кой. I класса, неверное. 

Следовательно, точка М, 
производящая дедекиндово сечение, есть точка П класса. 
А это равносильно утверждению, что перпендикуляр с 
р лучу 2, восставленный в точке N, не пересекает луч 6 
рис. 34). 

Докажем, что луч с параллелен лучу 6 в направлении; 
указанном стрелками. Для этого достаточно доказать парал- 
лельность луча с лучу 6 в точке N. А для этого, как 
известно, требуется решить три вопроса: 

1. сиб лежат в одной плоскости. 
2. си БВ не пересекаются. 
3. Всякий луч т, проходящий через точку N и идущий 

внутри угла СМА, пересекает луч 6 в некоторой точке U. 
Первый пункт выполняется, так как си 6 принадлежат 

фигуре, лежащей в одной плоскости (основная плоскость 
планиметрии). 

Второй пункт выполняется по доказанному выше. 
Остается доказать третий пункт. Для этого на луче т 

(рис. 34) возьмем произвольную точку $ и из нее на луч а 
опустим перпендикуляр SK. Точка К по построению лежит 
левее точки Л и, следовательно, принадлежит к I классу. 
Поэтому перпендикуляр к лучу а, восставленный в точке К 
(он совпадает с перпендикуляром SK), обязательно пере- 
сечет луч 6 в некоторой точке 7. 
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Применим аксиому Паша к лучу т и треугольнику AKT. 
Луч т пересекает сторону КТ во внутренней точке S, 
следовательно, по аксиоме Паша, он должен пересечь еще 
одну сторону во внутренней точке. Пересечь сторону АК 
во внутренней точке он не может, так как пересекает ее 
во внешней точке .V. Остается одно: луч т Пересекает 
сторону АТ в какой-то внутренней точке U. Следовательно, 
луч т пересекает луч 6. Таким образом, третий пункт 
выполняется. 

Итак, все три пункта, определяющие параллельность 
луча с лучу 6 в точке М, выполняются. Следовательно, 
луч с параллелен лучу 6. 

Применяя теорему взаимности, будем иметь, что 

b || с. 

Тогда отрезок AN будет стрелкой, а угол а — углом 
параллельности, соответствующим этой стрелке, т. е. 

a = П(АМ). 

Полагая АМ = й, окончательно будем иметь: 

a = П (В). 

Следовательно, всякий острый угол a, как бы мал он 
ни был, можно всегда рассматривать как угол параллель- 
ности, соответствующий стрелке A, существование которой 
доказано. | 

§ 6. УГОЛ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ КАК МОНОТОННО-УБЫВАЮЩАЯ 

ФУНКЦИЯ СТРЕЛКИ. 

Определение. Функция у =f (x) называется монотон- 
но-убывающей, если с возрастанием аргумента x Функция у 
убывает, а с убыванием аргумента x функция у воз- 
растает. 

Теорема. 

Угол параллельности есть монотонно-убывающая функ- 
ция стрелки. 

Доказательство. 

Пусть hy, й› — стрелки, причем h,< #5. Докажем, что 
П (h,) > П(В.). Это и будет означать, что П (№) есть моно- 
тонно-убывающая функция стрелки. 
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Здесь нужно рассмотреть два случая. Первый случай, 
когда все стрелки располагаются на одной прямой, и вто- 
рой случай, когда стрелки располагаются не на одной 
прямой. Начнем доказательство с рассмотрения: первого 
случая (рис. 35).. 

К лучу а в его произвольной точке N восставим перпен- 
дикуляр. На нем вверх от точки N отложим ‘отрезки hy, 

и h,. Через верхние концы 
этих отрезков М и М, 
проведем лучи Ob, и. 6., 
параллельные лучу а в его 
направлении. По построе- 
нию й,< й.. Докажем, что 
соответствующие углы па- 

а  Раллельности П (h,) u П (A,) 
—= удовлетворяют неравен- 

м ству: 
Рис. 35. II (h,) > I (A,). 

На основании следствия из теоремы транзитивности 
(два луча, порознь параллельные третьему в указанном 
направлении, параллельны между собой) будем иметь: 

Ь, |6. (так как 6, |а и 6, |4). 

Относительно углов II (h,) и П(№.) а priori можно сде- 
лать три предположения (гипотезы). | 

Первое предположение — II (h,) < Ц (h,); 
Второе предположение — II (h,) = П (ha); 
Третье предположение — II (h,) > П (A,). 

Докажем, что первые два предположения в плоскости 
Лобачевского не имеют места. 

Рассмотрим сначала первое предположение. Доказатель- 
ство поведем методом от противного. Предположим, что 
первое предположение имеет место, т.е. Il (h,) < Ц (й.). 

Проведем через точку М, луч с, который составлял бы 
с прямой M,N угол, равный углу Il(h,). Поскольку 
П (№) < ЦП(Ё,), угол cM,N составит часть угла 0,M,N 
(рис. 36). С одной стороны, поскольку 6.||6:, луч с должен 
пересекать луч 6,. С другой стороны, луч с не может пере- 
секать луча 6,, так как они дивергентны между собой 
(прямые си 6,, будучи пересечены третьей прямой М. М., 
образуют с ней равные соответственные односторонние 
углы, каждый из которых составляет угол П (h,). Получили 
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явное противоречие: лучи с и 6, пересекаются, и эти же 
лучи не пересекаются. Это получилось потому, что мы 
сделали неверное предположение, что II(h,) < I (h,). 
Следовательно, П (h,) не может быть меньше II (h,). 

Теперь остается опро- 
вергнуть второе предпо- М? 
ложение. — Рассуждаем | 
опять методом. от про- ‘a(h) 
тивного. Предположим, ! С 
что П (h,) = I (h,). Тог- 24 |My b, 
да, согласно достаточно- 1" (hy) - —— 
му условию дивергент- а 
ности прямых, луч 6. > 
будет дивергентным от- м 
носительно луча 0, и не Рис. 36. 
может быть параллель- 
ным относительно луча а, что противоречит условию тео- 
ремы. Следовательно, второе предположение на плоскости 
Лобачевского не имеет места. | 

Итак, ни первое, ни второе предположение на плоскости 
Лобачевского не имеет места. Следовательно, на плоскости 
Лобачевского выполняется третье предположение, т. е. 

I (hh) > TE (hy). 
M 

BN a7 ) My 

? AP thy $2. 
he р, 

| _2 
№2 - N; a 

Рис. 37. 

Отсюда, в первом случае, угол параллельности есть 
‘монотонно-убывающая функция стрелки. 

Теперь перейдем ко 2-му случаю. Стрелки h, и Й. не 
располагаются на одной прямой (рис. 37). 

Пусть й.< й.. Докажем, что П (h,) > II (h,). Обозначим 
через В, и В, углы, смежные углам П (h,) и П(№.). Угол В, — 
тупой, так как смежный с ним угол П(й.), как угол 
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параллельности, острый. Согласно ранее доказанной теореме 
(о тупых и острых углах), в сторону тупого угла В, тупые 
углы возрастают, следовательно, В, <B,, а смежные с ними 
углы П (№) и П(В.) будут убывать, т. е. I(h,) > Ц (A,), 
что и требовалось доказать. 

Получили, что и в 1-м и во 2-м случае П (й,) > Ц (h,), 
когда h,<h,. Выходит, что угол параллельности есть моно- 
тонно-убывающая функция стрелки, что и требовалось 
доказать. 

$ 7. ФУНКЦИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО И ЕЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ 
ВЫРАЖЕНИЕ. 

Выше мы рассмотрели угол параллельности как моно- 
тонно-убывающую функцию стрелки. Если стрелку обо- 
значить через х, то угол параллельности как функция этой 
стрелки, согласно обозначению Лобачевского, будет II (x). 
Вот эта функция Il (x) и называется функцией Лоба- 
чевского, так как ее существование установил впервые 
Лобачевский. Он же провел ее подробное исследование 
и дал ей аналитическое выражение в виде формулы (фор- 
мула Лобачевского). 

Результаты исследований показали, что функция Лоба- 
чевского обладает следующими свойствами: 

1. Функция Лобачевского вполне определена для каж- 
дого положительного значения стрелки, т. е. для всех х 

О<х< oc. 

2: В области определения, т. е. в промежутке от 0 
до со, функция Лобачевского Ц (х) представляет собой 
монотонно-убывающую функцию. 

При возрастании стрелки в интервале от 0 до со функ- 

ция Ii (x) убывает в интервале OT > до 0, что можно выра- 

зить двойным неравенством: | 

5 > 1 (4) > 0. 
3. Функция Лобачевского есть функция непрерывная, 

так как она, являясь монотонно-убывающей, принимает 

все свои промежуточные значения от 0 до =, причем 

lim II (x) = =, 
ны (*) 2 

ИтП(х)=0 
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4. Не только сама функция П (x), но и обратная ей 
функция в интервале от 0 до со является функцией одно- 
значной и непрерывной. 

Для своей функции Лобачевский нашел следующее 
аналитическое выражение в виде формулы, взятой нами. без 
доказательства: 

II —= 
0 =е ‘ ’ 

ИЛИ 
х 

I(x) =2 агс ее. ^, 

где х— значение стрелки, К — совершенно произвольная 
положительная величина, зависящая от выбора единицы, 
е — неперово число. 

Эта формула и носит название формулы Лобачев- 
СКОГО. 

Легко проверить, что формула Лобачевского удовлетво- 
ряет вышеуказанным четырем свойствам функции Лобачев- 

ского. В частности, Шт П (х) = = и lim I(x). = 0. 
Х-со x _,0 

Из соотношения lim II (x)= 
x0 

точно малых стрелках геометрия Лобачевского мало отли- 
чается от геометрии Евклида. Наши земные расстояния, 
которыми мы пользуемся, очень малы по сравнению с рас- 
стояниями космических пространств, поэтому большинство 
наших расчетов основано на геометрии Евклида, как на 
геометрии малых стрелок, так как, повторяем, в области 
малых (земных) пространств Геометрия Лобачевского не 
отличается от геометрии Евклида, которая, таким образом, 
есть частный случай более общей геометрии, геометрии 
Лобачевского. 

Из соотношения lim I(x) =0 вытекает, что в косми- 
Х—оо 

ческом пространстве, когда стрелки могут быть неограни- 
ченно большими, геометрия Лобачевского очень отличается 
от геометрии Евклида. В этом более общем случае угол 
параллельности можно сделать как угодно малым. 

Что касается произвольной константы А, зависящей OT 
выбора единицы масштаба, TO она обладает еще весьма’ 
важным геометрическим свойством. Оказывается, KOH- 
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станта Р служит мерой отклонения пространства Лобачев- 
ского от пространства Евклида. Причем под пространством 
Лобачевского понимается пространство, в котором, кроме 
всех аксиом абсолютной геометрии, выполняется аксиома 
параллельности Лобачевского, а под пространством Евклида 
понимается такое пространство, в котором, помимо. всех 
аксиом абсолютной геометрии, выполняется V постулат 
Евклида (постулат параллельности). 

” Г!" 
Действительно, при К - o П(х)->5. 

Следовательно, с увеличением К пространство Лобачев- 
ского приближается к пространству Евклида. 

Далее, при каждом фиксированном значении К можно 
рассматривать такой малый кусок плоскости, для которого у | 

‘все расстояния x будут настолько малы, что е “ будет 
очень близко к единице, а П(х) как угодно мало будет 

п ъ 
отличаться от 5. Это дает повод сделать такой вывод: 

в достаточно малых областях плоскости Лобачевского гео- 
метрия Лобачевского мало чем отличается от геометрии 
Евклида и, следовательно, в этих областях без ощутимой 
погрешности можно вполне пользоваться геометрией Евклида. 

$ 8 ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ В ПЛОСКОСТИ 
ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Две прямые в плоскости Лобачевского могут быть кон- 
вергентными (пересекаться), параллельными и дивергентными 
(не пересекаются и не являются параллельными). Рассмотрим 
каждый из этих случаев в отдельности. 

Взаимное расположение конвергентных прямых. 

Теорема. 

Две конвергентные прямые безгранично расходятся 
от точки пересечения одна относительно другой в сторону 
их острого угла, т. е. в направлении острого угла рас- 
стояние точки, лежащей на одной из двух конвергентных 
прямых, от другой прямой неограниченно возрастает при 
неограниченном удалении ее от точки пересечения этих 
прямых. 
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Доказательство. 

~ Пусть a’a и 6’'6 — две конвергентные прямые (рис. 38). 
Обозначим точку их пересечения через О. Получается две 
пары вертикальных углов. Пусть одна из них состоит из 
острых углов (углы справа и слева от точки 0). Докажем, 
что в сторону острых углов (как бы мал острый угол ни 
был) конвергентные прямые безгранично расходятся одна 
относительно другой в обе стороны OT их общей точки 0. 

Возьием на луче Oa равные отрезки: OA, = А, А, = 
= A,A, =... .Из концов этих отрезков. на луч Об опустим 
перпендикуляры A,B,, А.В., А.В., .... В прямоугольном 
треугольнике OB,A, угол OA,B, острый (теорема 11-я абсо- 
лютной геометрии), следовательно, смежный с ним угол 

a 5’ Az. 

Рис. 38. 

A,A,B, — тупой. Согласно известной теореме о проекциях 
равных отрезков и проектирующих перпендикулярах, в сто- 
рону тупого угла A,A,B, проектирующие перпендикуляры 
A,B,, А.Вь, АзВз, ... растут быстрее, чем в арифметической 
прогрессии. Следовательно, луч Oa от луча Ob расходится 
безгранично. Точно так же лучи Oa’ и Ob’ безгранично 
расходятся один относительно другого, что и требовалось 
доказать. 

Взаимное расположение параллельных прямых. 

Теорема. 

Две параллельные прямые асимптотически сбли- 
жаются в сторону их параллельности, т. е. расстояние 
точки, лежащей на одной из параллельных прямых, до 
другой прямой неограниченно убывает, если указанную 
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точку перемещать по первой прямой в сторону парал- 
лельности, и неограниченно возрастает в противополож- 
ном направлении. 

Доказательство. 

Разобьем доказательство на две части. В первой части 
докажем, что в направлении параллельности стрелки стре- 
мятся к нулю, т. е. в этом направлении параллельные 
прямые асимптотически сближаются. Во второй части до- 
кажем, что в противоположном направлении стрелки без- 
гранично растут. 

Доказательство первой части. Даны две па- 
раллельные прямые а’а и 6’Ь (направление параллельности 

b / 

ne и R 

tt M, 6 

6 С 

С’ 7 a 

N $ Np 

Рис. 39. 

указано стрелками). Докажем, что в направлении парал- 
лельности параллельные прямые асимптотически сближаются. 
Для этого достаточно доказать, что как бы ни был мал 
наперед заданный отрезок в, найдется стрелка, которая 
будет равна длине этого отрезка. 

Возьмем на прямой 6’ произвольную точку М, из кото- 
рой опустим на прямую а’а перпендикуляр MN, где М — осно- 
вание перпендикуляра. Это будет стрелка. Будем считать 
ММ > г. В противном случае теорема выполнялась бы. 

Так как ММ >> е, то на стрелке ММ от точки М вверх 
отложим отрезок NQ, равный в, т. е. № = (рис. 39). 
Теперь через точку @ проведем луч с’, параллельный лучу а’, 
и луч с, параллельный лучу а. Луч с’ обязательно пересечет 
луч 6 в некоторой точке R, так как с || 6 в точке Q. Теперь 
на луче 6 вправо от точки R отложим отрезок RM,, равный 
отрезку QR, т. е. RM, = ОЮ. Соединим прямыми точку S 
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с точками О и ™M,, где $ — основание перпендикуляра, 
опущенного из точки R на прямую а’а. Получим два тре- 
угольника: A QRS и A SRM,. Эти треугольники равны, 
т.е. AQRS = A SRM,, как треугольники, имеющие по 
две равные стороны (QR = RM, и RS — общая) и равному 
углу, заключенному между ними (Z QRS = Z SRM, как 
углы параллельности, соответствующие одной и той же 
стрелке RS). Из равенства указанных треугольников вытекает 
равенство углов: 7 QSN = Z M,SN, =a. Тогда будут равны 
и прямоугольные треугольники QNS и M,N,S, так как они 
имеют по равной гипотенузе (QS = $М,) и по равному 
острому углу «. Из равенства этих прямоугольных треуголь- 
ников вытекает, что M,N, =e. 

Итак, в направлении параллельности нашлась стрелка 
M,N,, которая равна наперед заданному как угодно малому 
отрезку ев. Следовательно, в направлении параллельности 
параллельные прямые а’а и 6’б асимптотически сближаются. 
Первая часть теоремы доказана. 

Доказательство второй части. Докажем, что 
в противоположном направлении стрелки безгранично воз- 
растают, следовательно, прямые будут безгранично расхо- 
диться одна относительно другой. Для этой цели рассмотрим 
две конвергентные прямые 6’ и с’. Они, как известно, без- 
гранично расходятся в сторону острого угла 6'’Юс’. Hoc’ || а’, 
следовательно, 6’и a’ тем более будут расходиться между 
собой, если двигаться в направлении, противоположном на- 
правлению параллельности. Вторая часть доказана. Теорема 
доказана полностью. 

Взаимное расположение дивергентных прямых. 

Теорема. 

Две дивергентные прямые всегда имеют общий пер- 
пендикуляр и притом единственный, от которого они 
безгранично расходятся одна относительно другой в обе 
стороны, т. е. расстояние точки, взятой на одной из 
дивергентных прямых, до другой прямой по мере удаления 
ее от общего перпендикуляра неограниченно возрастает. 

Доказательство. 

Дано а’а и 6'6 — дивергентные прямые. Доказать; 1) пря- 
мые а’а и 6’Б имеют общий перпендикуляр, 2) этот общий 
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перпендикуляр единственный, 3) от их общего перпенди- 
куляра дивергентные прямые безгранично расходятся. 

Доказательство первой части. Докажем, что 
дивергентные прямые a’a и 5'’6 имеют общий перпендикуляр. 
Для этой цели на одной из дивергентных прямых, напри- 
мер на прямой а’а, возьмем произвольную точку М и через 
нее проведем лучи си с’, параллельные относительно пря- 
мой 6’68B том и другом ее направлении (рис. 40), т. e. c || 5 
uc’ || 0’. 

Обозначим углы CMa и с’Ма’ соответственно через a 
и В. Здесь возможны три случая: 1) оба угла «и В — острые 
(рис. 40), 2) один угол острый, а другой тупой, например, 
« — острый, В — тупой (рис. 41), 3) один угол острый, 

2. о — 2 С: | 
oN’ did 

Pue. 40. 

а другой угол прямой, например, «— острый, В — прямой 
(рис. 42). Четвертого случая, когда оба угла a и В тупые 
или оба прямые, быть не может, так как они вместе не 
могут превосходить развернутого угла. 

Рассмотрение первого случая. a и В — оба острые, при- 
чем для определенности положим х < В. Так как всякий 
острый угол может являться углом параллельности, то для 
углов « и В от их общей вершины М вправо и влево по 
прямой а’а отложим соответствующие стрелки МО и МР, 
причем поскольку а < В, то МО > МР. Теперь в точках Q 
и Рк прямой а’а восставим перпендикуляры d и 4’, которые 
согласно построению будут параллельны лучам си с’, т. е. 
аси 4’|с’. Из точки R, которая является серединой 
отрезка PQ, на прямую 6’Ь опустим перпендикуляр RS 
(5 — основание перпендикуляра), Теперь через точку В про- 
ведем два луча [и Г, соответственно параллельные лучам 6 
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и 6’. Докажем, что прямая RS, будучи перпендикулярной 
относительно прямой 6’б, будет также перпендикулярной 
и прямой а’а. Для этого рассмотрим попарно углы с общей 
вершиной в точке Ю. Оказывается, они. равны, т.е. / [Ra = 

b! S b 
я => С 

= did 1 

Г 
| а 

R Q 

Pue. 41. 

= ДГВа’и ZIRS= ZURS. Тогда смежные углы SRa 
и SRa’ равны между. собой, т.е. Z SRa= Z SRa’. Сле- 
довательно, эти углы прямые. Таким образом, RS является 
общим перпендикуляром для дивергентных прямых, что 
и требовалось доказать. 

b' S b 
l’ — — { 

did С 
cd’ rr d 

а’ у a а 

М(Р) R Q 

Рис. 42. 

Рассмотрение второго случая. Пусть угол a острый, 
а В тупой (рис. 41). Поскольку В тупой, то смежный с ним 
угол с’Ма острый. Построим стрелку МР для этого острого 
угла. Остальные рассуждения повторяются (рекомендуем 
их провести самому читателю), и мы придем к результату, 
что RS является общим перпендикуляром данных. дивер- 
гентных прямых. 

Рассмотрение третьего случая. Пусть oa — острый, 
а В — прямой (рис. 42). В этом случае точка Р совпадает 
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с Ми луч 4’ пойдет по лучу. с’. Остальные рассуждения 
повторяются. 

Итак, во всех трех случаях RS есть общий перпенди- 
куляр к дивергентным прямым а’а и 6. | 

Доказательство второй части. В первой части 
мы доказали, что дивер- 

| 6S $’ Ь гентные прямые a’a и 0’b 
dla dld имеют общий перпендику- 

aap RS. Докажем, что ни- 
какого другого общего пер- 
пендикуляра, отличного OT 
RS, дивергентные прямые 
a’a и 6’Б иметь не могут. 

a’ Ча = аа а Доказательство ведется 
R р’ методом от противного. 

Предположим, что, кроме 
Рис. 43. общего перпендикуляра RS, 

данные дивергентные пря- 
мые имеют еще один общий перпендикуляр R’S’ (рис. 43). 
Тогда получим четырехугольник SRR’S’, сумма внутрен- 
них углов которого равняется 44, а этого в плоскости 
Лобачевского быть не может (сумма внутренних углов 
любого четырехугольника, по Лобачевскому, строго меныше 
44). Следовательно, никакого , , 
другого общего перпендикуля- 5’ 5 M _! 
pa, кроме RS, дивергентные dN 
прямые иметь He могут. ВТто- ea с 
рая часть доказана. Q 

Доказательство треть- 
ей части. Остается, нако- а’ а df 
Hell, доказать, что дивергент- а 
ные прямые безгранично рас- R N 
ходятся одна относительно Рис. 44. 
другой вправо и влево от 
своего единственного общего перпендикуляра. 

Через точку Ю— основание общего перпендикуляра—про- 
ведем луч с, параллельный лучу 6 (рис. 44). Лучи cua 
конвергентные, так как имеют общую точку Ю. Следова- 
тельно, в сторону острого угла cRa они безгранично pac- 
ходятся один относительно другого. Но луч с, будучи 
параллелен лучу 6, не может пересекать 6, а, значит, лучи а 
и 6 тем более будут безгранично расходиться один относи- 
тельно другого. 
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Действительно, если мы из точки М, взятой справа от $ 
на луче 6, опустим на прямую а’а перпендикуляр MN, то 
он пересечет луч с в точке Q. Ясно, что точка @ находится 
между М и N. Так как при перемещении точки М вправо 
по лучу р отрезок МО растет/ безгранично, то отрезок NM, 
который всегда болыне NQ, тем более будет расти неогра- 
ниченно. Теорема доказана полностью. 

$ 9. ТРИ КАТЕГОРИИ ПУЧКОВ ПРЯМЫХ В ПЛОСКОСТИ 

ЛОБАЧЕВСКОГО. 

В плоскости Лобачевского существует три категории 
пучков прямых. К первой категории относятся так назы- 
ваемые эллиптические пучки. Эллиптическим пучком 
в плоскости Лобачевского называется совокупность прямых, 
проходящих через одну и ту же точку, называемую центром 
пучка (рис. 45). 

Эллиптический пучок, таким образом, является пучком 
конвергентных прямых, имеющих общую точку, принимае- 
мую за центр пучка. Эллиптический пучок прямых является 
непрерывным пучком, непрерывным в том смысле, что через 
каждую точку плоскости, 
в которой он расположен, 
проходит по меньшей мере 
одна прямая, принадлежа- 
щая этому пучку. Точнее, 
через каждую точку, от- 
личную от центра, f1poxo- 0 
дит одна единственная пря- 
мая, принадлежащая пуч- 
ку, а через центр пуч- 
ка проходит бесчисленное 
множество прямых, принад- Рис. 45. 
лежащих пучку. 

Ко второй категории относятся так называемые пара- 
болические пучки. Параболическим пучком в плос- 
кости Лобачевского называется совокупность параллельных 
между собой прямых, имеющих одно и то же направление 
параллельности (рис. 46). 

Параболический пучок является непрерывным пучком, 
непрерывным в том смысле, что через каждую точку плос- 
кости, в которой расположен пучок, проходит прямая, при- 
надлежащая этому пучку и притом единственная. 
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Наконец, к третьей категории пучков относятся так Ha- 
зываемые гиперболические пучки. Гиперболическим 
пучком в плоскости Лобачевского называется совокупность 
прямых, перпендикулярных одной и той же прямой, назы- 
ваемой базой пучка (рис. 47). 

Гиперболический пучок, таким образом, является пучком 
дивергентных между собою прямых (все они имеют общий 
перпендикуляр, которым является база гиперболического 

| | 

й | 
аа did did did 

Рис. 46. Рис. 47. 

пучка). Ясно, что гиперболический пучок является непре- 
рывным пучком, так как через каждую точку плоскости, 
в которой расположен пучок, проходит прямая, принадле- 
жащая этому пучку, и притом единственная. 

$ 10, О ПЕРПЕНДИКУЛЯРАХ К СЕРЕДИНАМ СТОРОН 
ТРЕУГОЛЬНИКА. 

Теорема. 

Перпендикуляры, восставленные к сторонам треуголь- 
ника в их серединах, принадлежат к одному и тому же 
пучку (или эллиптическому, или параболическому, или 
гиперболическому). 

Доказательство. 

Рассмотрим треугольник АВС (рис. 48). К сторонам ВС, 
АС и АВ в их серединах M,, М, и Мз восставим соответ- 
ственно перпендикуляры 71., т. и т.. Рассмотрим любые 
два перпендикуляра. Для определенности возьмем первые 
два, т. е. mM, и 715: Эти перпендикуляры могут быть 1) кон- 
вергентными, т. е. 1, и Mm, пересекаются, 2) дивергентными 
или 3) параллельными между собой, т. е. т, | Mp. 
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Рассмотрение первого случая. Прямые m, 
и т. — конвергентные. 

Пусть m, и т» пересекаются в некоторой точке О (рис. 48). 
Докажем, что в этом случае т, проходит через точку О, 
и тогда все три перпендикуляра т, ть и т. будут при- 
надлежать к одному и тому же пучку конвергентных пря- 
мых, т. е. к эллипти- | 
ческому пучку с центром С 
в точке 0. 

Действительно, точка M 
O равноудалена OT Bep- А 
шин С и В, так как на- 

М! 

ходится на перпендику- д M3 B 
ляре т, к стороне CB, m тп 
восставленном в ее сере- т: 
дине M,; точка О также 
равноудалена от вершин 
Ди С, так как находит- 
ся на перпендикуляре т. = 0 
к стороне АС, восстав- 
ленном в ее середине 
М.. Рис. 48. 

Таким образом, имеем: 

ОВ =OC и OC = ОА. 

На основании аксиомы транзитивности относительно 
равенств будем иметь ОВ = OA. Отсюда О лежит на пер- 
пендикуляре ms. Выходит, что все три перпендикуляра про- 
ходят через одну и ту же точку О. Следовательно, они 
принадлежат к эллиптическому пучку с центром в точке О. 
Теорема для первого случая доказана. 

Рассмотрение второго случая. Пусть п и то 
дивергентные прямые, тогда для них существует общий 
перпендикуляр N,N. (рис. 49). Опустим из вершин A, В 
и С данного треугольника на прямую N,N, соответственно 
перпендикуляры AA,, ВВ, и CC,. Рассмотрим четырехуголь- 
ник AA,C,C. Он является четырехугольником Саккери, так 
как прямая M,N, является для него средней линией, углы 
при верхнем основании АС равные и острые. В этом легко 
убедиться, совмещая четырехугольник AA,N,M, с четырех- 
угольником M,N.C,C путем поворота вокруг прямой M,N, 
как оси. Но в четырехугольнике Саккери боковые сто- 
роны должны быть равными, следовательно, AA, = CC. 
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Точно так же легко убедиться, что четырехугольник CC,B,B 
есть также четырехугольник Саккери и, следовательно, его 
боковые стороны равны: CC, = BB,. Применяя опять теорему 

С 

„Мы 

A m3 

Mo ту т; 

база |4 dj dj_a| а а 

Рис. 49. 

транзитивности относитель- 
но равных отрезков, полу- 
чим AA, = BB, откуда 
вытекает, что  четырех- 
угольник AA,B,B является 
четырехугольником — Сак- 
кери, для которого M,N, 
является средней линией. 
Но средняя линия четырех- 
угольника Саккери являет- 
ся общим перпендикуляром 
как к верхнему, так и к 
нижнему основанию. Зна- 
чит M,N, или M3, являет- 
ся перпендикуляром к пря- 
мой N,N. 

Выходит, что все три прямые 1, т. и т. перпендику- 
лярны к одной и той же прямой N,N,. Следовательно, они 
принадлежат к гиперболическому пучку, базой которого 
является прямая N,N,. Тео- 
рема для второго случая 
доказана. 

Рассмотрение треть- 
его случая. Пусть m, и т. 
параллельные прямые, т. е. 
т: || ть (рис. 50). Докажем, 
что в этом. случае т. бу- 
дет параллельна т, и то: 
Имея в виду теорему тран- 
зитивности о параллельных 
прямых, достаточно дока- 
зать, что тз || My. 

т. и т. пересекаться 
не могут, так как в про- 
тивном случае т и My 

| 
Рис. 50. 

у 

пересекались бы и не были бы параллельными, что противо- 
речит условию. Прямые тз и m, не могут быть и дивер- 
гентными, так как в противном случае, по доказанному 
(второй случай), т, и т, были бы дивергентными и не 

являлись бы параллельными, что опять противоречит усло- 
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вию. Выходит, что т. и т, не являются ни конвергент- 
ными, ни дивергентными. Следовательно, они являются 
параллельными, т. е. т. || 7.. Точно также убеждаемся, что 
т. || т.. Теперь, согласно сказанному выше, по теореме 
транзитивности (следствие из нее) 

Mm, || ть || mg. 

Следовательно, 1:, т. HU ms, принадлежат одному и тому 
же пучку прямых — параболическому пучку. Теорема в 
третьем (последнем) случае доказана. Таким образом, теорема 
доказана полностью. 

Следствие. Не вокруг всякого треугольника АВС 
можно описать окружность. 

Доказательство. 

Согласно только что доказанной теореме, вокруг тре- 
угольника АВС можно описать окружнось только в одном 
случае, когда m, и т», пересекаются (первый случай). 
В остальных случаях, т. е. когда m, и т, не пересекаются 
(параллельны или дивергентны), описать окружность вокруг 
треугольника нельзя, так как для такого треугольника центр 
описанной окружности не существует. 

$ 11. О ТРАНЗИТИВНОСТИ ПРЯМЫХ РАВНОГО НАКЛОНА. 

Теорема. 

Если прямые а, 6 и с принадлежат одному и тому 
же пучку и если АВ — прямая равного наклона относи- 
тельно а и 6, а ВС — прямая равного наклона относи- 
тельно 6 и с, то АС — прямая равного наклона относи- 
тельно а и с. 

Доказательство. 

Здесь возможны три случая: 1) а, би с принадлежат 
эллиптическому пучку, 2) а, би с принадлежат параболи- 
ческому пучку и 3) а, В и с принадлежат гиперболическому 
пучку. 

Первый случай: а, Би с принадлежат эллиптичес- 
кому пучку с центром в точке О. Пусть АВ — прямая 
равного наклона к прямым а и 6, a ВС — прямая равного 
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наклона к прямым би с. Докажем, что АС — прямая рав- 
ного наклона к`прямым а ис (рис, Ol). . 

По условию теоремы £ ВАО = / ABO=a, /ОСВ = 
= £ СВО =В. Докажем, что 
угол y равняется углу 6, где 
y= (САО и 6= / ACO. 
Действительно, из равнобед- 
ренного треугольника AOB 
имеем, что ОА = ОВ. Точно 
так же из равнобедренного 
треугольника ВОС вытекает, 
что ОС = OB. Применяя ак- 
сиому транзитивности относи- 
тельно’ равных величин, полу- 
чим: OA=OC. Таким образом, 
треугольник ОАС — равнобед- 
ренный, откуда 1==5. Следова- 

тельно, АС — прямая равного наклона к прямым а и с, что 
и требовалось доказать. 

Второй случай. а, Би с принадлежат параболи- 
ческому пучку, т. e. a|| || с (рис. 52). 

Прежде всего заме- 
тим, что если АВ — пря- 
мая равного наклона 
относительн0а и ВБ, 
то т. — перпендикуляр 
к АВ, восставленный 
в ee середине М., — 
параллелен а и В, т. e. 
Mg [аит. || 6 (рис. 53). 
Действительно, т. явля- 
ется осью симметрии 
для фигуры аАВЬ и не 
пересекает ни а, ни 
р, но асимптотически 
приближается к ним Рис. 52. 
(рекомендуем более под- 
робные и строгие рассуждения провести самостоятельно). 
Точно также убеждаемся, что m, | би m, || c. На осно- 
вании теоремы транзитивности относительно параллельных 
прямых имеем т. || m3. Тогда, на основании теоремы 
о перпендикулярах в серединах сторон треугольника, до- 
казанной выше, получаем т. || т. || тз (принадлежат пара- 

Рис. 51. 
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болическому пучку), где 1, — перпендикуляр к АС в его 
середине M,. Так как т. || т, а тз|а, то по теореме 
транзитивности параллельных прямых получим т. || а. Ана- 
логично рассуждая, будем 
иметь, что MM, || 6. Следова- А M4 
тельно, { = IL (AM,) и = 
=II (CM,). Ho АМ. = ВМ,, 
значит, {Y= 6. Таким обра- 
зом, АС — прямая равного M3; 
наклона относительно a и с, 
что и требовалось доказать. 

Третий случай. а, а b 
ри с принадлежат гипер- 
болическому пучку. Так 
как а, b и с принадлежат Рис. 58. 
гиперболическому пучку, то 
они дивергентны и должны иметь общий перпендикуляр 
A,B, (рис: 54). 

Из вершин A, Ви С на прямую A,C, опустим перпенди- 
куляры AA,, BB, и CC,, где. A,, В, и С, — основания со- 

ответствующих  перпенди- 
В куляров. Рассмотрим четы- 

рехугольники A,;ABB, и 
“1a B,BCC,. Они являются 

четырехугольниками Сак- 
кери, так как у них углы 
при нижнем основании пря- 

Tn р мые, а углы при верхнем 
основании острые и равные. 
Следовательно, боковые 
стороны этих  четырех- 

а па аа угольников должны быть 
[А, В, С, равными, т. е. AA, = BB, 

Ь C и ВВ, = СС., откуда по 
теореме транзитивности 

Рис. 54. равных величин получаем 
AA, =CC,. Но тогда четы- 

рехугольник A,ACC,, у которого углы при нижнем осно- 
вании прямые, а боковые стороны равные, является 
четырехугольником Саккери и углы при верхнем основании 
этого четырехугольника равные и острые. Таким образом, 
+= 6. Следовательно, АС есть прямая равного наклона 
относительно а и с, что и требовалось доказать. 

В 
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Поскольку доказаны все три случая (а других случаев 
быть не может), то теорема доказана полностью. 

$ 12. ЛИНИИ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ НА ПЛОСКОСТИ 

ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Линией постоянной кривизны называется вся- 
кая линия, которая скользит сама по себе без деформации. 

В евклидовой плоскости, как известно, линиями посто- 
янной кривизны являются прямая и окружность. В плос- 
кости Лобачевского линий постоянной кривизны больше. 
Так, кроме прямой и окружности, имеются еще такие линии 
постоянной кривизны, которых не может быть в евклидовой 
плоскости, — орицикл и эквидистанта. Рассмотрим линии 
постоянной кривизны (кроме прямой), расположенные в плос- 
кости Лобачевского, а именно, окружность, орицикл и экви- 
дистанту. 

Окружность. 

Рассмотрим эллиптический пучок прямых с центром 
в точке О. На произвольной прямой (оси) пучка возьмем 

любую точку A, лишь бы 
она не совпадала с точкой 
О. Из точки А ко всем 
прямым пучка будем прово- 

A дить прямые равного на- 
клона (рис. 55). Геометри- 
ческое место точек пересе- 

g чения прямых равного на- 
клона, выходящих из точки 
А, с прямыми эллиптичес- 
кого пучка будет некоторая 
плоская линия, которая, 
по определению, и бу- 

Рис. 55. дет называться окруж- 
ностью. Существование 

окружности вытекает из факта ее построения. 

Определение. 

Окружностью называется геометрическое место точек 

пересечения прямых равного наклона, выходящих из Ка- 
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кой-нибудь точки какой-нибудь OCU, с прямыми эллип- 
тического пучка, причем за ось принимается любая пря- 
мая эллиптического пучка. 

Второй способ построения окружности. 

Основываясь на теореме транзитивности прямых равного 
наклона, можно дать несколько иной (второй) способ по- 
строения окружности, чем тот, который вытекает из опре- 
деления окружности. Этот | 
второй способ вполне ясен из В 
Чертежа (рис. 56). 

Действительно, если АВ 
и АС — суть прямые равного 
наклона к прямым эллипти- С 
ческого пучка, проходящим 
через их отмеченные точки, 
то по теореме транзитивнос- D 
ти BC тоже будет прямая 
равного наклона к соответ- 
ствующим прямым эллипти- 
ческого пучка, проходящим Е 
через точки В и С. Отсюда 
получается такой способ по- Рис. 56. 
строения окружности: 

Проводя прямую равного наклона АВ из произвольно 
взятой точки Д какой-нибудь оси, находят точку В, а по- 
том проводят прямую равного наклона ВС, находят точку С, 
затем проводят прямую равного наклона CD, находят 
точку Дит. д. 

Основные свойства окружности. 

1. Окружность можно рассматривать как ортогональное 
сечение эллиптического пучка, т. е. каждая прямая ‘пучка 
является нормалью к окружности (рекомендуется доказать 
самостоятельно). 

2. Всякая прямая с окружностью может иметь не более 
двух общих точек. 

Доказательство ведется методом от противного. 
Допустим, что прямая имеет с окружностью больше двух 
точек, скажем, три общие точки (A, Ви С — точки, общие 
окружности и прямой 1) (рис. 57). Тогда АВ — прямая рав- 
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Horo наклона к прямым OA и ОВ. Следовательно, ДОАВ = 

= / OBA=a. Потаким же соображениям ДОВС= ДОСВ=8. 

Так как сумма внутренних углов треугольника в плоскости 

Лобачевского всегда меньше 24, а по абсолютной геометрии 

в треугольнике не может быть болыне одного тупого или 
прямого угла, то оба угла 
a и В— острые, откуда 
a+ В< 24. 

С другой стороны, a + 
-- В = 24, так как состав- 

ляют развернутый угол. 
Получили явное логическое 
противоречие: сумма двух 
углов и не равна 24 и рав- 
на 24. В чем дело? С само- 
го начала сделали невер- 
ное предположение о том, 
что прямая с окружностью 
имеет более двух общих 
точек. Следовательно, пря- 

Рис. 57. мая [ не может иметь с 
окружностью более двух 

общих точек, что и требовалось доказать. 
3. Окружность есть замкнутая кривая. 
4. Все окружности одного и того же радиуса кон- 

груэнтны между собой, причем радиусом называется длина 
отрезка от точки О до любой точки, взятой на окружности. 

5. Окружность можно рассматривать как геометрическое 
место точек, равноудаленных от центра соответствующего 
эллиптического пучка, который по отношению к окруж- 
ности называется центром окружности. 

(Доказательство свойств 3, 4, 5 провести самостоятельно.) 

6. Окружность может скользить сама по себе без де- 
формации, т. е. является линией постоянной кривизны. 

Орицикл (предельная линия). 

Рассмотрим параболический пучок прямых, т. е. сово- 
купность параллельных между собой прямых. Одну из этих 
прямых примем за ось. Из произвольной точки А этой оси 
по отношению ко всем прямым данного параболического 
пучка будем проводить прямые равного наклона (рис. 58). 
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Геометрическое место пересечения прямых равного наклона, 
выходящих из точки A, с прямыми параболического пучка 
составит некоторую непрерывную линию, которая и будет 
называться орицик- 
лом или предель- 
HOH линией. 

Определение. 
Орициклом, или пре- 
дельной линией, назы- 
вается геометричес- 
кое место — точек 
пересечения прямых 
равного наклона, вы- 
ходящих из какой- 
нибуф — точки А 
какой-нибудь оси, 
с прямыми параболи- 
ческого пучка, причем 

А 

Рис 58. 

за ось принимается произвольная прямая параболическо- 
го пучка. 

Основные свойства орицикла. 

1. Орицикл можно рассматривать как ортогональное 
сечение параболического пучка, т. е. каждая прямая пучка 

t 

3
 

7 

Рис. 59. 

является нормалью к ори- 
циклу. 

Доказательство. 

Предположим, что точ- 
ка А есть произвольная 
точка дуги орицикла АВ 
(рис. 59). Проведем через 
точки Ди Bocu au 6, 
которые должны быть па- 
раллельными между собой, 
так как принадлежат одно- 
му и тому же параболичес- 
кому пучку. К хорде АВ 
в ее середине M восставим 
перпендикуляр т, который 
должен быть параллельным 

ика, икь, т.е. т | аит || 6, откуда «=П (AM) =I (2) 
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TT 
Следовательно, a < о. 

Теперь в точке А к оси а восставим перпендикуляр ¢. 
Докажем, что ¢ является касательной к орициклу в точке А, 
рассматривая касательную ¢ как предельное положение се- 
кущей АВ при условии, что В стремится вдоль орицикла 
к 4, т. е. АВ стремится к нулю. 

— lim a = ити (A =. 
АВ->0 AB—0 

Оказывается, действительно, перпендикуляр ¢ является 
предельным положением секущей АВ. при неограниченном 
приближении точки В к точке А и, следовательно, является 
касательной к орициклу в точке А. Откуда любая прямая 
параболического пучка является нормалью к орициклу, 
что и требовалось доказать. 

Замечание. Из проведенных рассуждений также вы- 
текает: а) орицикл, как это правильно показано на чертеже 
(рис. 59), обращен вогнутостью в сторону параллельности 

прямых параболического пуч- 
ка, 6) касательная имеет с 
орцииклом одну и только одну 
общую точку. 

2. Всякая прямая с ори- 
циклом может иметь не более 
двух общих точек (доказа- 
тельство такое же, как и для 
окружности, с той только 

Ос
ь 

Высота разницей, что для окружнос- 
ти берется эллиптический пу- 

Рис. 60. чок, а для орицикла—парабо- 
лический). 

3. Орицикл есть незамкнутая линия. 
4. Все орициклы конгруэнтны между собой (доказать 

самостоятельно). 

5. Орицикл может скользить сам по себе без деформа- 
ции, т. е. является линией постоянной кривизны. 

6. Дуги орициклов измеряются высотой, причем высо- 
той дуги АВ орицикла называется перпендикуляр A, опу- 
щенный из одного конца дуги орицикла на ось, проходя- 
щую через другой ее конец (рис. 60). 

114



Легко доказать (рекомендуем это сделать самостоятельно), 
что дуги орицикла с равными высотами равны и, обратно, 
равные дуги орициклов имеют и равные высоты. Кроме 
того, большим дугам орицикла соответствуют и большие 
высоты и, наоборот, большим высотам соответствуют и боль- 
шие дуги орициклов. 

Эквидистанта. 

Возьмем гиперболический пучок прямых, т. е. совокуп- 
ность всех прямых, расположенных в одной плоскости 
(плоскости Лобачевско- 
го). Это будет пучок а 
дивергентных — прямых 
(рис. 61). Из произволь- 
ной точки A произволь- 
ной прямой а гипербо- | h h р h 
лического пучка, прини- 
маемой за ось, проводим 
прямые равного наклона _@ “А _@ |4 аа аа 
относительно всех пря- 6a3@ 
мых — гиперболического 
пучка. — Геометрическое Рис. 61. 
место всех точек пересе- | 
чения прямых равного наклона с прямыми гипёерболическо- 
го пучка составит некоторую линию, которая и носит 
название эквидистантной линии или эквидистанты. 

Определение. Эквидистантной линией, или 
эквидистантой, называется геометрическое место 
точек пересечения прямых равного наклона, выходящих из 
какой-нибудь точки А какой-нибудь оси а, с прямыми 
гиперболического пучка, причем в качестве оси взята 
произвольная прямая гиперболического пучка. 

Основные свойства эквидистанты. 

1. Эквидистанту можно рассматривать как ортогональ- 
ное сечение гиперболического пучка, т. е. каждая прямая 
пучка является нормалью к эквидистанте. 

2. Всякая прямая с эквидистантой может иметь не более 
двух общих точек. 

3. Эквидистанта есть незамкнутая линия. 
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(Доказательство свойств |, 2, 3 проведите самостоя- 
тельно.) 

4. Эквидистанту можно рассматривать как геометри- 
ческое место точек, расположенных по одну сторону от 
некоторой прямой (базы) и равноудаленных от нее. Другими 
словами, все параметры одной и той же эквидистачты 
равны между собой. 

Доказательство. 

Пусть M, и М. — две произвольные точки эквидистанты. 
Опустим из этих точек на базу перпендикуляры M,N, = A, 
и М.М. = #.. Докажем, что fh, =й. (рис. 62). 

Действительно, четырехугольник M,N,N.M, есть четы- 
рехугольник Саккери, так как при нижнем основании он 
имеет прямые углы, а при верхнем основании — острые 
и равные (по построению). Но во всяком четырехугольнике 
Саккери боковые стороны равны, откуда fh, = йо, что и тре- 
бовалось доказать. 

5. Все эквидистанты одного и того же параметра KOH- 
груэнтны между собой, причем параметром # эквидистанты 
называется длина перпендикуляра, опущенного из любой 
точки эквидистанты на ее базу. 

6. Эквидистанта может скользить сама по себе без де- 
формации, т. е. является ли- 
нией постоянной кривизны. 

SM М Общие — замечания. 
ol ol Окружность и эквидистанта 

являются  однопараметричес- 
h, ho кими кривыми, так как кри- 

визна их и свойство быть 
а а | База конгруэнтными связаны у них 

Ny №2 с одним параметром. Для 
окружности этим параметром 

Рис. 62. является радиус, а для экви- 

дистанты — длина перпенди- 
куляра, опущенного из любой точки эквидистанты на ее 
базу. Орицикл напоминает прямую. Орициклы, как и пря- 
‘мые, не связаны параметром, и все OHH, как и прямые, 
являются конгруэнтными между собой. 

В плоскости Евклида прямую можно рассматривать как 
предельное положение окружности, если ее центр’ удалять 
по нормали в бесконечность. В плоскости же Лобачевского 
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предельным положением окружности является орицикл, 

т. е. кривая, имеющая с прямой не более двух общих 
точек. 

ГЛАВА IV. 

ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО В ПРОСТРАНСТВЕ 
(СТЕРЕОМЕТРИЯ). 

$ 1. ОСНОВНЫЕ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ 

АБСОЛЮТНОЙ ГЕОМЕТРИИ. 

Как указывалось выше, абсолютная геометрия является 
общей частью геометрии Евклида и геометрии Лобачевского. 
Для рассмотрения геометрии Лобачевского в пространстве 
добавим к планиметрическим теоремам абсолютной геомет- 
рии еще следующие стереометрические теоремы этой же 
абсолютной геометрии. Эти теоремы известны читателю из 
школьного курса геометрии и поэтому доказываться не 

будут. 
1. Через любые три точки, не лежащие на одной пря- 

мой, можно провести плоскость и притом единственную. 
2. Если две плоскости имеют общую точку, то они пе- 

ресекаются по прямой, проходящей через эту точку. 
3. Если прямая перпендикулярна плоскости, то она 

перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой плоскости. 
4. Из каждой точки пространства, расположенной вне 

данной плоскости, на эту плоскость можно опустить перпен- 
дикуляр и притом единственный. 

5. К плоскости в каждой ее точке можно восставить 
перпендикуляр и притом единственный. 

6. Две плоскости перпендикулярны между собой, если 
одна из них проходит через перпендикуляр к другой пло- 
CKOCTH. | 

7. Через каждую точку пространства можно провести 
одну и только одну плоскость, перпендикулярную к дан- 
ной прямой. 

8. Через прямую, не перпендикулярную плоскости, 
можно провести плоскость и притом единственную, перпен- 
дикулярную данной плоскости. 

9. Если к линии пересечения двух перпендикулярных 
плоскостей в какой-нибудь ее точке восставить перпенди- 
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куляр к одной из плоскостей, то он будет, „лежать в дру- 
гой плоскости. | 

10. Теорема о трех перпендикулярах: ‘прямая, проведен- 
ная на плоскости через основание наклонной перпендику- 
лярно к ее проекции, перпендикулярна и к самой наклонной 
и, обратно, прямая, проведенная в плоскости перпендику- 
лярно к наклонной, перпендикулярна и к ее проекции. 

11. Через прямую и точку, взятую вне этой прямой, 
можно всегда провести плоскость и притом единственную. 

12. Через две пересекающиеся прямые можно всегда 
провести плоскость и притом единственную. 

$ 2. ТЕОРИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 

ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Основная лемма. 

Если через две параллельные прямые а и 6 проведены 
соответственно две различные плоскости a и Ви если 
эти плоскости пересекаются, то прямая их пересечения с 
параллельна первым двум параллельным прямым, т. е. 
саис|6. 

Доказательство. 

Обозначим плоскость, в которой находятся параллель- 
ные прямые а и 6, через 1. Возьмем далее на каждой из 
прямых а, фи с по произвольной точке, которые обозна- 
чим соответственно через М, N и О. Теперь докажем, что 
c || @ в указанном направлении (рис. 63). Для этого надо 
установить: а) си а лежат в одной плоскости, | 

6) сиа не пересекаются, 
в) всякий луч, проходящий через точку @ 

и идущий внутри плоского угла cQM, пе- 
ресекает а в некоторой точке R. 

Докажем первое. сиа действительно лежат в од- 
ной плоскости, а именно в плоскости @ (по построению). 

Докажем второе. сиа не пересекаются. Действи- 
тельно, если бы с и а пересекались бы в некоторой точке, 
тогда через эту точку проходила бы и прямая 6; a ибпе- 
ресекались бы, что противоречит условию теоремы. 

Докажем третье. Пусть т произвольно взятый луч, 
проходящий через точку @ и идущий внутри угла cQM. 
Докажем, что т пересекает а в некоторой точке Ю. Для 
этого через пересекающиеся прямые NQ и т проведем 
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ПЛОСКОСТЬ =. Плоскость = с плоскостью 1 имеет общую 
точку N, следовательно, эти плоскости пересекутся по пря- 
мой NR, где Ю — точка пересечения прямой NR с прямой а. 
Докажем, что луч m пройдет через точку R. В самом деле, 
т есть линия пересечения плоскостей е и a. Точка К — 
тоже принадлежит этим 
плоскостям, так как она 
является точкой пересече- 
ния прямых VR и а, а сле- 
довательно, лежит в плос- 
KOCTAX г, 1 и a. Итак, т 
проходит через точку Ю,'` 
лежащую на а, значит, т 
пересекает а в точке R. 

Таким образом, все три 
требования, определяющие 
параллельность си а, вы- 
полняются и C || a. Анало- 
гично доказывается, что 
c || 6. Следовательно, c || a 
H c|| 5, что и требовалось 
доказать. 

Теорема транзи- 
тивности параллельных 
прямых в пространстве 
Лобачевского. Рис. 63. 

Если прямая а парал- 
лельна прямой 6, а прямая В параллельна прямой с, 
то прямая а параллельна прямой с, причем направление 
параллельности берется общее. 

Короче: Если а|ВБиб|с, To а | с. 

Доказательство. 

Возьмем на прямой с произвольную точку М (рис. 64). 
Через эту точку и прямые аи 6 проведем плоскости а и В. 
Так как эти плоскости имеют общую точку М, то они пе- 
ресекутся по некоторой прямой 4, проходящей через точку М. 
На основании основной леммы, доказанной выше, d || a 
и d |6. 

Докажем, что 4 сливается с с. Прежде всего заметим, 
что все три прямые 6, си 4 лежат в одной плоскости, 
определяемой прямой 6 и точкой М, расположенной вне 
ее. Если бы 4 не сливалась с с, то через точку М, взя- 
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тую вне прямой 6, в плоскости, определяемой ими, в одном 
и том же направлении (указано стрелками) проходили бы 
две различные прямые, параллельные относительно 6, — 
d || 6 (по основной лемме) и Cc || 6 (по условию 6 || с, а сле- 

довательно, и с|| 6), чего в плос- 
a4 Ш с\ |“ кости Лобачевского быть не мо- 

| жет. Получили логическое противо- 
речие, а значит, 4 сливается с с. 

Но Ааа, а поэтому и cla, 
откуда а|с, что и требовалось 
доказать. 

М Следствие. Если две прямые 
порознь параллельны третьей 
в одном и том же направлении, 
то они параллельны между собой 
в том же направлении, т.е. если 
аси фбс, mo а| 6. 

Доказательство. 

По условию теоремы 6б|с. 
Следовательно, по теореме взаим- 

Рис. 64. ности параллельных прямых с || 6. 
Выходит, что а|си с|6. Тогда 

на основании теоремы транзитивности а || Ь, что и требо- 

валось доказать. 

$ 3. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Если прямая а не лежит в плоскости а, то возможны 
три и только три случая их взаимного расположения, 
а именно: 1) прямая и плоскость могут быть конвергент- 
ными, т. е. пересекаться, 2) прямая и плоскость могут 
быть параллельными и 3) прямая и плоскость могут быть 
дивергентными, т. е. не пересекаются и не параллельны. 

Рассмотрим последние два случая более подробно. 

Параллельность прямой и плоскости. 

Определение. Прямая называется параллельной 
плоскости, если она параллельна своей ортогональной 
проекции на эту плоскость (рис. 65). 
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Согласно определению, a || a, если а || пра, где пра — 
есть ортогональная проекция прямой а на плоскость а. 

Теорема. 

Прямая параллельна 
плоскости, если она, 
во-первых, не лежит 
в этой плоскости, во- 
вторых, параллельна 
хотя бы одной прямой, 
лежащей в этой плос- 
кости. Рис. 65. 

Доказательство. 

Пусть а не лежит в плоскости х и параллельна 6, ле- 
жащей в плоскости a. До- 
кажем, что а [|< (рис. 66). 

По основной —лемме 
о параллельных прямых, 
пра || 6 и пра || а, посколь- 
ку a|| 6. Следовательно, 
а || пра, откуда а |“, что 

и требовалось доказать. 

Теорема. 

Прямая параллельна 
Рис. 66. плоскости, если она, во- 

первых, не лежит в этой 
плоскости, во-вторых, параллельна какой-нибудь прямой, 
параллельной данной плоскости. 

Доказательство. а 

Пусть а не лежит 
в плоскости @ и парал- 
лельна 6, также He ле- 
жащей в плоскости «@ 
(рис. 67). Докажем, что 
а |“. 

‚В самом деле из ус- Рис. 67. 
JOBHA Toro, что 6 ||, 
вытекает, что 6 || прб. Откуда имеем: а |6, 6 || прб. По 
теореме транзитивности о параллельных прямых будем 
иметь: а || прб, откуда на основании предыдущей теоремы, 
а || а, что и требовалось доказать. 
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Дивергентность прямой и плоскости. 

Определение. Грямая называется дивергентной отно- 
сительно плоскости, если она дивергентна своей ортого- 
нальной проекции на эту плоскость. 

Общие замечания. О прямых, параллельных или 
дивергентных относительно плоскости, сделаем следующие 
два замечания: 

1. Если прямая параллельна плоскости, то в сторону 
параллельности она асимптотически (неограниченно) при- 
ближается к ней, не имея с ней ни одного общего перпен- 
дикуляра. 

2. Если прямая дивергентна плоскости, то она с пло- 
скостью имеет общий перпендикуляр и притом единственный, 
от которого она неограниченно удаляется в обе стороны 
от плоскости. 

$ 4. КОНУС ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ. 

Рассмотрим в пространстве Лобачевского плоскость & 
(рис. 68). Вне этой плоскости возьмем точку М, из кото- 

рой на плоскость @ опус- 
THM перпендикуляр MN. 
Теперь через точку М про- 
ведем произвольную пря- 
мую 6, параллельную плос- 
KOCTH a. 

Ясно, что В || mpb, где 
npb — ортогональная  про- 
екция 6 на плоскость а. 
Угол 6ММ острый, как 
угол параллельности, соот- 
ветствующий стрелке MN. 
Будем теперь вращать пря- 
мую 6 вокруг ММ так, 
чтобы она оставалась всег- 
да параллельной — своей 

Рис. 68. ортогональной проекции 
прб. Тогда b опишет по- 

верхность некоторого конуса, который носит название 
конуса параллельности в точке М относительно плос- 
кости а. 

Все прямые, проходящие в пространстве через точку М, 
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с помощью конуса параллельности делятся на три катего- 
рии. К первой категории относятся прямые, которые 
являются образующими конуса параллельности, все они 
параллельны плоскости a. Ко второй категории относятся 
прямые, которые, проходя через точку М, идут внутри 
конуса параллельности, все они пересекают плоскость &, 
т. е. являются конвергентными прямыми относительно о. 
Наконец, к третьей категории относятся те прямые, про- 
ходящие через точку М, которые располагаются вне ко- 
нуса параллельности и таким образом не могут быть ни 
конвергентными, ни параллельными относительно &; все они 
являются дивергентными прямыми относительно данной 
ПЛОСКОСТИ «&. 

Таким образом, в итоге получается, что через точку, 
взятую вне плоскости, относительно этой плоскости можно 
провести бесчисленное множество параллельных прямых, 
геометрическое место которых составляет конус параллель- 
ности в данной точке относительно заданной плоскости, 
и бесчисленное множество конвергентных и дивергентных 
прямых, причем первые проходят внутри конуса параллель- 
ности, а вторые — вне его. 

$ 5. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПЛОСКОСТЕЙ. 

Две плоскости в пространстве Лобачевского могут быть 
в трех взаимных расположениях. Две плоскости могут быть 
или конвергентными, Т. е. пересекаться по прямой, или 
параллельными, или дивергентными (не параллельные и не 
пересекаются). 

Пусть имеется конус параллельности в точке М отно- 
сительно плоскости a. Плоскость 8, проходящая через 
точку М, будет обязательно пересекать плоскость @, если 
она содержит прямые, проходящие через М и лежащие внутри 
конуса параллельности (рис. 69). При этом, что очень 
важно для дальнейшего, прямая пересечения плоскости 8 
с плоскостью a (прямая с’с) параллельна в указанных на- 
правлениях проекциям образующих, по которым плоскость В 
пересекает конус параллельности. Значит, с || пра и c’ || прб. 

Определение. Глоскость 8, проходящая через 
точку М, называется конвергентной плоскостью 
относительно плоскости a, если плоскость В пересекает 
конус параллельности М по паре образующих. 

Пусть теперь плоскость В, проходя через точку М, 
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касается конуса параллельности в этой точке по одной обра- 
зующей (рис. 70). Ясно, что в этом случае В не может 
пересекать х. Тогда считают, что В || a. 

Определение. Плоскость В, проходящая через 
точку М, называется параллельной плоскостью от- 
носительно плоскости a, если плоскость В касается ко- 
нуса параллельности в точке М по образующей этого 
конуса. 

Рис. 69. Рис. 70. 

Необходимо заметить, что параллельные плоскости В 
и а в сторону параллельности ‘(направление образующей, 
по которой В касается конуса параллельности) асимптоти- 
чески сближаются, а в противоположную сторону безгра- 
нично расходятся. Далее, они, как и конвергентные пло- 
скости, не могут иметь ни одного общего перпендикуляра. 

Положим теперь, что плоскость 8, проходя через точку М, 
не содержит в себе ни одной образующей конуса парал- 
лельности, построенного в этой точке М (рис. 71). В этом 
случае плоскость В не может пересекать х и не является 
параллельной ей. Такие две плоскости принято называть 
дивергентными. 

Определение. Глоскость 3, проходящая через 
точку М, называется дивергентной относительно 
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плоскости a, если плоскость B не содержит ни одной 
образующей конуса параллельности в точке М. 

Исходя из соображений, высказанных выше, легко прийти 
к следующим весьма замечательным результатам. 

1. Для того чтобы плоскости х и В были конвергент- 
ными (пересекались по некоторой прямой), необходимо 
и достаточно, чтобы че- - 
рез произвольную точку, ` 
взятую на одной из плос- | 
костей, проходили бы 
две прямые, параллель- 
ные другой плоскости. 

2. Для того. чтобы 
плоскости a@ и В были 
параллельными, необхо- 
димо и достаточно, что- 
бы через произвольную 
точку, взятую на одной 
из плоскостей, ‘проходи- 
ла одна и только одна 
прямая, — параллельная Рис. 71. 
другой плоскости. 

‘3. Для того чтобы две плоскости a и В были дивер- 
гентными, необходимо и достаточно, чтобы через любую 
точку, взятую на одной из этих плоскостей, не проходило 
бы ни одной прямой, параллельной другой плоскости. 

В заключение докажем две теоремы, из которых одна 
относится к параллельным плоскостям, а другая — к ди- 
вергентным плоскостям. 
Теорема. 

Если две плоскости a и В дивергентны между собой, mo 
они обязательно имеют общий перпендикуляр и притом 
единственный, от которого они безгранично расходятся 
во все стороны одна относительно другой. 
Доказательство. 

Доказательство разобьем на три части. В первой части 
докажем, что a и В имеют общий перпендикуляр (рис. 72); 
во второй части докажем, что этот перпендикуляр един- 
ственный, и B третьей части докажем, что a и В безгра- 
нично расходятся одна относительно другой во все стороны: 
от общего’ перпендикуляра. 

Доказательство первой части. Из произволь- 
ной точки М плоскости « на плоскость В опустим перпен- 
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дикуляр ММ. Будем считать, что MN не является общим 
перпендикуляром плоскостей « и В, в противном случае 
теорема выполнялась бы. Тогда из точки N, расположен- 
ной в плоскости В, на плоскость х в свою очередь опустим 
перпендикуляр NP. Через пересекающиеся прямые MN 
и NP проведем плоскость 1 (стереометрическая теорема 12 
абсолютной геометрии). Плоскость 1 будет общей перпенди- 
кулярной плоскостью к плоскостям а и В (стереометрическая 
теорема 6 абсолютной геометрии). Плоскость 1, имеющая 

(= 
М Р Q _ 

Pa d|d 

re у a 

/ <, did b 

7. N "И 

Рис. 72. 

с плоскостями aH В по крайней мере по одной общей точке, 
пересечет эти плоскости соответственно по прямым а и 6. 
Эти прямые дивергентны между собой, так как находятся 
в дивергентных между собой плоскостях а и В. Известно, 
что дивергентные прямые имеют единственный общий 
перпендикуляр. Для прямых a и 6 таким общим перпен- 
дикуляром будет QR, который будет также общим перпен- 
дикуляром плоскостей a и В, так как находится в плос- 
кости 71, перпендикулярной a и В. Итак, дивергентные 
плоскости a и В имеют по крайней мере один общий 
перпендикуляр QR. Первая часть доказана. 

Доказательство второй части. Докажем, что, 
кроме общего перпендикуляра QR, плоскости a и В ника- 
кого другого общего перпендикуляра иметь не могут. 
Доказательство ведется методом от противного. 

Предположим, что, кроме общего перпендикуляра QR, 
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плоскости & и В имеют еще один общий перпендикуляр Q’ R’ 
(на рис. 72 не обозначен). Соединим прямыми точки О 
HQ’, а также R и А’. Получим прямоугольник QRR’Q’, 
чего в пространстве Лобачевского быть не может (в гео- 
метрии Лобачевского прямоугольников не существует). 

Получили явное логическое противоречие. Следовательно, 
никакого другого общего перпендикуляра, отличного от QR, 
дивергентные плоскости « и В иметь не могут. Вторая часть 
доказана. 

Доказательство третьей части. Две дивергент- 
ные прямые а и 6, расположенные соответственно в дивер- 
гентных плоскостях а и В, безгранично расходятся одна 
относительно другой в обе стороны от их общего перпен- 
дикуляра QR, который является одновременно и общим 
перпендикуляром плоскостей а и В. Раз дивергентные пря- 
мые аи 6 расходятся в обе 
стороны от их общего перпен- 
дикуляра QR, то и плоскос- 
ти а и В, в которых лежат 
прямые а и 6, тоже расхо- 
дятся в этих направлениях 
от QR. Если плоскость 1 вра- 
щать вокруг общего перпен- 
дикуляра, то будут менять свое 
направление и дивергентные 
прямые аи 9, которые яв- 
ляются линиями пересечения 
плоскости 71 с плоскостями a 
и В. Прямые аиф и в новых 
своих положениях будут рас- 
ходиться одна относительно 
другой от общего перпендику- 
ляра ОК. Во всех этих на- Рис. 73. 
правлениях, которые можно 
брать во все стороны от общего перпендикуляра QR, 
дивергентные плоскости a и В будут безгранично расхо- 
диться одна относительно другой. Третья часть доказана. 

Следовательно, теорема доказана полностью. 

Теорема. 

Если прямая а параллельна плоскости a, то через 
нее можно провести плоскость В и притом единственную, 
которая будет параллельна плоскости а. 
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Доказательство. 

По условию’ теоремы а | ©. В произвольной точке М 
прямой а построим конус параллельности относительно 
плоскости a. Проведем через а плоскость 8, которая каса- 
лась бы конуса параллельности по образующей а (рис. 73). 
По построению В || a, так как всякая другая плоскость, 
проходящая через а, будет пересекать указанный выше 
конус параллельности по двум образующим, а следова- 
тельно, будет пересекать плоскость х по некоторой прямой. 
Итак, В проходит через а и: параллельна a, что и требова- 
лось доказать. 

$ 6. СВЯЗКИ ПРЯМЫХ В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

В пространстве Лобачевского связки прямых делятся, 
как и пучки, на три категории: эллиптические, параболи- 
ческие и гиперболические. Эллиптической связкой 
называется совокупность всех прямых пространства Лоба- 
чевского, проходящих через одну и ту же точку, называе- 
мую центром связки. Параболической связкой назы- 
вается совокупность всех прямых пространства Лобачев- 
ского, параллельных некоторой прямой (оси), т. е. пред- 
ставляет собой . совокупность параллельных между собой 
прямых. Наконец, гиперболической связкой назы- 
вается совокупность всех прямых пространства Лобачев- 
ского, перпендикулярных одной и той же плоскости, на- 
зываемой базой связки. 

Каждая из названных связок является непрерывной, 
непрерывной в том смысле, что через каждую точку про- 
странства проходит прямая, принадлежащая связке. 

$ 7. О ТРАНЗИТИВНОСТИ ПРЯМЫХ РАВНОГО НАКЛОНА 
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Теорема. 
Если а, 6, с суть прямые одной и той же связки 

и если АВ — прямая равного наклона относительно а и 6, 
а ВС — прямая равного наклона относительно В и с, то 
АС есть прямая равного наклона относительно пря- 
мых а и с. 

Доказательство. 

Доказательство теоремы разобъем на три части в зави- 
CHMOCTH от принадлежности прямых а, би с разным ка- 
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тегориям связок. Кроме того, будем полагать, что a, бис, 
взятые вместе, не лежат в одной плоскости, так. как этот 
случай был уже доказан 
раньше. 

Доказательство 
первой части. а, бис 
принадлежат эллиптической 
связке с центром в точке О 
(рис. 74). 

Из равнобедренного тре- 
угольника ОАДВ вытекает 
OA=OB. Из второго равно- 
бедренного треугольника 
ОВС получаем еще одно 
равенство OB=OC. Приме- 
HAA Теорему транзитивно- 
сти относительно равных 
величин, получаем OA=OC. 

В 

_ ЯР 

Tp aleve 

0 

Рис. 74. 

Выходит, что ЛОАС — равнобедренный и, значит, | = 5. 
Следовательно, AC есть прямая равного наклона относи“ 
тельно @ и с. Первая часть доказана. 

M3 M; 

M2 

M3\ Me пт 

Bi 
a | ob с 

Рис. 75, 

Доказательство 
второй части. а, бис 
принадлежат параболичес- 
кой связке (рис. 75). 

Через середины сторон 
ААВС—М,, М.и М, соот- 
ветственно проведем пря- 
_мые (111, то и тпринадлежз- 
щие параболической связке, 
которой принадлежат иа, 6, 
с. Следовательно, прямые 
а, 6, с, т, т, и т. — все 
параллельны между собой. 

Рассмотрим па и т.. 
Так как т. | mg, TO my, и т; 
одновременно не могут быть 
перпендикулярными отно- 

сительно плоскости ДАВС. Пусть т, образует с плоскостью 
ДАВС острый угол ®. Тогда прямая OM, есть проекция пря- 
мой т, на плоскость ДАВС. Отрезок M,O является стрел- 
кой острого угла w, если его рассматривать как угол парал- 
лельности, т. е. ® = IL(OM,). 
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В точке О к плоскости ДАВС восставим перпендику- 
asp Оо. По построению Oo || m,, следовательно, он принад- 
лежит к параболическому пучку, к которому относятся 
прямые а, 6, с, т, ть, т., и является параллельным всем 
им. Плоскости (m,, О), (m,, О), (m3, 0) будут ортогонально 
проектирующими плоскостями на плоскость ДАВС, так 

как все они проходят 
В через перпендикуляр Оо 

av) к плоскости ДАВС. Яс- 
но, что проекции прямых 
т, т» т., которые Ha 

a С чертеже обозначены пря- 
р р мыми М0, М.О и М.О, 

будут проходить через 
В, одну точку О, т. е. бу- 

дут пересекаться в 
этой точке. Поскольку 
AB 1т., то по теореме 
о трех перпендикулярах 

базисная плоск AB 1 М.О. Точно так же 
ВС! т и BCLM,O. 

Рис 76, Получили, что перпен- 
дикуляры М.О и М0 

к сторонам АВ и ВС треугольника АВС, восставленные 
в их серединах, пересекаются в точке О, следовательно, 
перпендикуляр, восставленный к третьей стороне АС в ее 
середине, должен проходить через точку О. Выходит, 
что М.О АС. По теореме о трех перпендикулярах АС | т.. 

Следовательно, _¥ = П с} и 6 =П (42), Откуда 7 =6, 

как углы параллельности, соответствующие одной и той же 
стрелке. Следовательно, АС есть прямая равного наклона 
относительно прямых а и с. Вторая часть доказана. 

Доказательство третьей части. а, фи с при- 
надлежат гиперболической связке, т. е. связке дивергент- 
ных прямых (рис. 76). 

‚Раз a, 6 и с принадлежат гиперболической связке, то 
существует плоскость A,B,C, (база связки), относительно 
которой все.прямые перпендикулярны. Следовательно, AA), 
BB, и CC, перпендикулярны плоскости AA,B,C,. Четы- 
рехугольники AA,B,B и BB,C,C суть четырехугольники 
Саккери, так каку них углы при нижнем основании прямые 
(по построению), а углы при верхнем основании равные 
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и острые (по условию AB и BC прямые равного наклона). 
Следовательно, и боковые стороны должны быть попарно - 
одинаковыми, т. е. АА, = ВВ, и ВВ, =СС.. Откуда 
АА, =СС., тогда AA,C,C является четырехугольником 
Саккери, так как Y него углы при нижнем основании пря- 
мые, а боковые стороны равные. Углы при верхнем осно- 
вании четырехугольника Саккери должны быть равными, 
значит, 1 = 6. Следовательно, АС есть прямая равного на- 
клона относительно а и с. Третья (последняя) часть дока- 
зана. | 

Теорема доказана полностью. 

$ 8. ПОВЕРХНОСТИ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

ЛОБАЧЕВСКОГО. 

В пространстве Лобачевского существует четыре типа 
поверхностей постоянной кривизны, а именно: плоскость, 
сфера, орисфера и эквидистантная поверхность. Все они 
могут без деформации передвигаться сами по себе с тремя 
степенями свободы. 

В пространстве Евклида возможны, как это хорошо из- 
вестно, только два типа поверхностей постоянной кривиз- 
ны — плоскость и сфера. Таким образом, пространство 
Лобачевского содержит в два раза больше поверхностей 
постоянной кривизны, чем пространство Евклида. Не оста- 
навливаясь на плоскости, свойства которой нам хорошо 
известны из предыдущего, рассмотрим остальные поверх- 
ности постоянной кривизны в пространстве Лобачевского, 
дадим определение и их основные свойства. 

Сфера. . 

Возьмем эллиптическую связку с центром в точке О. 
Выберем какую-нибудь прямую а этой связки за. ось 
и какую-нибудь точку этой оси A—3a начало (сферы) 
и будем проводить из точки А прямые равного наклона 
относительно всех прямых данной связки. Геометрическое 
место точек пересечения прямых равного наклона, выхо- 
дящих из точки A, с прямыми эллиптической связки со- 
ставит некоторую поверхность, которая называется сферой 
(рис. 77). 

Определение. Сферой называетея геометри- 
ческое место точек пересечения прямых равного наклона, 
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выходящих из какой-нибудь точки A какой-нибудь оси а, 
с прямыми эллиптической связки, причем ось а принад- 
лежит данной эллиптической связке. 

Основные свойства сферы (даются без дока- 
зательства). 

1. Сферу можно рассматривать как ортогональное се- 
чение эллиптической связки, т.е. каждая прямая эллипти- 
ческой связки является нормалью к поверхности сферы. 

2. Всякая прямая может пересекать сферу не более чем 
в двух точках. 

3. Плоскость со сферой может или не иметь общих 
точек, или иметь одну общую точку (касательная 
плоскость), или пересекать сферу по окружности (секущая 
ПЛОСКОСТЬ). 

4. Плоскость, проходящая через ось сферы (диаметраль- 
ная плоскость), пересекает сферу по большой окружности, 
центр которой находится в центре сферы, которым является 
центр эллиптической связки. 

5. Плоскость не осевого сечения (не диаметральная 
плоскость) пересекает сферу по некоторой окружности, 
центр которой не совпадает с центром сферы. 

6. Сферу можно рассматривать как поверхность вра- 
щения окружности вокруг своей оси. 
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7. Сферу можно рассматривать как геометрическое 
место точек, равноудаленных от ее центра (центр эллипти- 
ческой связки). 

8. Все сферы одного и того же радиуса конгруэнтны 
между собой, причем радиусом сферы называется расстоя- 
ние любой точки сферы от ее центра. 

9. Сфера есть поверхность постоянной кривизны. Ее 
можно без деформации передвигать самое по себе так, 
чтобы каждая точка сферы совмещалась с любой другой 
ее точкой и чтобы направление любой касательной к сфере 
В первой точке совместилось с направлением любой каса- 
тельной во второй точке. 

Орисфера. 

Возьмем ‚параболическую связку. Примем какую- нибудь 
прямую этой связки за ось, а какую-нибудь точку A этой 
оси за начало (орисферы). Бу- 
дем проводить прямые равного 
наклона из точки А по отно- 
шению к прямым данной 
связки. Геометрическое место 
точек пересечения этих пря- 
мых равного наклона с пря- 
мыми параболической связки 
составит некоторую поверх- 
ность, которая носит название 
орисферы (рис. 78). 

Определение. Opu- 
сферой называется геомет- 
рическое место точек пересе- 
чения прямых равного накло- | | 
на, выходящих из какоп- 
нибудь точки А какой-нибудь Рис. 78. 
оси а, с прямыми параболи- 
ческой связки, причем за ось принята произвольная прямая 
рассматриваемой связки. 

Основные свойства орисферы (даются без 
доказательства). 

1. Орисферу можно рассматривать как ортогональное 
сечение параболической связки, т.е. каждая прямая пара- 
болической связки является нормалью к поверхности ори- 
сферы. 
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2. Всякая прямая может пересекать орисферу не более 
чем в двух точках. | 

3. Плоскость, не проходящая через ось орисферы, может 
с ней или совсем не иметь общих точек, или иметь одну 
общую точку (касательная плоскость), или пересекать ори- 
сферу по окружности (секущая плоскость). 

4. Плоскость, проходящая через ось орисферы (диамет- 
ральная плоскость), пересекает орисферу по орициклу. | 

5. Плоскость не осевого сечения (не диаметральная 
плоскость) пересекает орисферу по некоторой окружности. 

6. Орисферу можно рассматривать как поверхность вра- 
щения орицикла вокруг любой своей оси. 

7. Все орисферы конгруэнтны между собой. 
8. Орисфера есть поверхность постоянной кривизны. 

Ее можно без деформации передвигать самое по себе так, 
чтобы каждая точка орисферы совмещалась с любой ее 
точкой и чтобы направление любой касательной к орисфере 
в первой точке совместилось с направлением любой каса- 
тельной во второй точке. 

Эквидистантная поверхность. 

Рассмотрим, наконец, гиперболическую связку. Из ка- 
кой-нибудь точки какой-нибудь оси а, приняв за нее про- 
извольную прямую связки, будем проводить прямые рав- 
ного наклона ко всем прямым гиперболической связки. 

Геометрическое место 
точек пересечения пря- 
мых равного наклона 
с прямыми гиперболи- 
ческой связки составит 
некоторую поверхность, 
которая носит название 
эквидистантной поверх- 

а ности (рис. 79). 
Определение. 

р Эквидистантной 
и поверхностью Ha- 

зывается — геометриче- 
ское место точек пере- 
сечения прямых равного 
наклона, выходящих из 

Рис. 79. какой-нибудь точки А 

Эквидист. поверхн; 
4 

База 
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какой-нибудь оси a, с прямыми гиперболической связки, 
причем .@ качестве оси взята произвольная прямая 
связки. 

Основные свойства эквидистантной 
поверхности 

(даются без доказательства). 

1. Эквидистантную поверхность можно рассматривать 
как ортогональное сечение гиперболической связки, т. е. 
каждая прямая гиперболической связки является нормалью 
к эквидистантной поверхности. 

2. Всякая прямая может пересекать эквидистантную 
поверхность не более чем в двух точках. 

3. Плоскость, не проходящая через ось эквидистантной 
поверхности, может с ней или совсем не иметь общих точек, 
или иметь одну общую точку (касательная плоскость), или 
пересекать эквидистантную поверхность по окружности 
(секущая плоскость). | 

4. Плоскость, проходящая через ось эквидистантной 
поверхности (диаметральная плоскость), пересекает экви- 
дистантную поверхность по эквидистанте. 

5. Плоскость не осевого сечения (не диаметральная 
плоскость) пересекает эквидистантную поверхность по не- 
кеторой окружности. 

6. Эквидистантную поверхность можно рассматривать 
как поверхность вращения эквидистанты вокруг любой 
ее оси. 

7. Эквидистантную поверхность можно рассматривать 
как геометрическое место точек, равноудаленных от одной 
и той же плоскости (база гиперболической связки) и рас- 
положенных по одну сторону от нее. 

8. Эквидистантные поверхности одного и того же па- 
раметра конгруэнтны между собой, причем параметром 
эквидистантной поверхности A называется длина перпен- 
дикуляра, опущенного из любой точки эквидистантной по- 
верхности до базисной плоскости. 

9. Эквидистантная поверхность есть поверхность по- 
стоянной кривизны. Ее можно без деформации передви- 
гать самое по себе так, чтобы каждая точка эквидистант- 
HOH поверхности совмещалась с любой ее точкой и чтобы 
направление любой касательной к эквидистантной поверх- 
ности в первой точке совместилось с направлением любой 
касательной во второй точке. 
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$ 9. ВНУТРЕННИЕ ГЕОМЕТРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ ПОСТОЯННОЙ 
КРИВИЗНЫ В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Рассмотрим на поверхностях постоянной кривизны 
«внутренние геометрии», а именно, двумерные геометрии, 
где роль прямых выполняют геодезические линии, т. е. 
линии найкратчайших расстояний, если двигаться по по- 
верхности. 

Внутренняя геометрия сферы. 

На сфере геодезическими линиями являются дуги 
больших окружностей, центр которых находится в центре 
сферы. Если под «прямой» будем понимать эти окружности, 
то получается своеобразная геометрия, согласно которой 
сумма внутренних углов любого «прямолинейного» тре- 
угольника больше 24. Внутренняя геометрия сферы является 
простейшей моделью так называемой геометрии Римана, 
вообще отрицающей существование параллельных «прямых». 

В основе геометрии Римана лежит аксиома: «Через 
точку, не лежащую на данной прямой, нельзя провести 
ни одной прямой, лежащей’ в одной плоскости с данной 
прямой и не пересекающей последней». | 

Свою новую неевклидову геометрию в самом . общем 
виде Риман изложил в статье «О гипотезах, лежащих 
в основаниях геометрии» (опубликована в 1868 году). Впер- 
вые свои идеи Риман высказал в публичной лекции 
в 1854 году, на которой присутствовал Гаусс. 

Внутренняя геометрия орисферы. 

На орисфере геодезическими линиями являются дуги 
орициклов. Если за «прямые» принять дуги орициклов, то 
на орисфере выполняется своя внутренняя геометрия. 

Прежде всего на орисфере выполняются все плоские 
аксиомы абсолютной геометрии. Действительно: 

. Через любые две точки орисферы проходит один 
и лье один орицикл. 

2. Дугу орицикла можно неограниченно продолжать 
в обе стороны. 

3. Из каждой точки орисферы любым геодезическим 
радиусом можно описать окружность. 

4. Орициклы на орисфере удовлетворяют аксиоме Паша. 
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Выполнимость всех этих и остальных плоских аксиом 
абсолютной геометрии можно легко проверить. 

Теперь докажем теорему о выполнимости \У постулата, 
если роль прямых выполняют орициклы. о 

Теорема. 

Через точку М, взятую вне орицикла AB, на’ ори- 
сфере, где они расположены, можно провести один 
и только один орицикл, не пересекающий данный. 

Доказательство. 

Через точки A, В и М проведем оси орисферы соот- 
ветственно а, би т. Ясно, что а|6|т (так как -при- 
надлежат одной и той же параболической‘ связке). Плос- 
кость, в которой лежат параллельные прямые a и 6, обо- 
значим через a (рис. 80). Далее т || «, так как т парал- 
лельна прямым а и 6, расположенным в плоскости a. Ha 
основании ранее доказанной тео- 
ремы через п проходит единст- 
венная плоскость В, параллель- 
ная плоскости а. Эта плоскость 
В, как плоскость осевого сече- 
ния, пересекает данную орисфе- LY _ в \ 

ру по орициклу, проходящему т! 
через точку М и не пересекаю- | 
щему орицикла АВ. Всякий дру- | Yj | 
гой орицикл, проходящий через 
М, будет уже пересекать ори- 
цикл АВ, так как в противном 
случае через ось и относитель- 
но плоскости a проходила бы т 
еще одна плоскость, не пере- | 
секающая ее, чего, как известно, b 
быть не может. Следовательно, 
действительно, через любую Рис. 80. 
точку орисферы, расположенную | | 
вне орицикла этой же сферы, можно провести один и толь- 
ко один орицикл, He пересекающий данный, что. и требо- 
валось доказать. 

Все вместе взятое, высказанное выше относительно 
внутренней геометрии орисферы, позволяет сформулировать 
следующую теорему. 

__
 

я 

N 
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Теорема. 

Внутренняя геометрия орисферы, где роль прямых 
выполняют орициклы, есть планиметрия Евклида. 

Внутренняя геометрия эквидистантной поверхности. 

На эквидистантной поверхности геодезическими линиями 
являются дуги эквидистанты. Значит, на эквидистантной 
поверхности роль прямых выполняют эквидистанты. 

Какова внутренняя геометрия эквидистантной поверх- 
НОСТИ? 

На этот вопрос мы и постараемся ответить. Прежде 
всего заметим, что на эквидистантной поверхности выпол- 
няются все плоские аксиомы абсолютной геометрии. В част- 
ности, выполняются Такие ее аксиомы: 

1. Через любые две точки эквидистантной поверхности 
проходит на этой поверхности одна и только одна экви- 
дистанта. 

2. Дугу эквидистанты можно неограниченно продол- 
жать в обе стороны. 

3. Из каждой точки эквидистантной поверхности гео- 
дезическим радиусом можно описать окружность. 

4. Эквидистанты на эквидистантной поверхности 
удовлетворяют аксиоме Паша. 

Теперь докажем теорему о выполнимости для эквиди- 
стант аксиомы Лобачевского о параллельных прямых. 

Теорема. 

Через точку М, взятую вне эквидистанты AB, на 
эквидистантной поверхности, где они расположены, можно 
провести более одной эквидистанты, не пересекающей 
данную. 

Доказательство. 

Прежде всего заметим, что между эквидистантной по- 
верхностью и ее базой (базисной плоскостью) устанавли- 
вается взаимно-однозначное соответствие, согласно которому: 

1. Всякой точке эквидистантной поверхности соответ- 
ствует единственная точка базисной плоскости и обратно. 

2. Всякой эквидистанте эквидистантной поверхности 
соответствует единственная прямая базисной плоскости 
и обратно. 
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Данная эквидистанта спроектируется Ha базисную 
плоскость в виде прямой А’В’, точка М — в виде точки M’. 
Через точку М’ относительно прямой’ А’В’ проведем парал- 
лельные прямые М’Р’и М’О’, так как базисная плоскость 
есть плоскость Лобачевского а, следовательно, в ней вы- 
полняется параллельность в смысле Лобачевского. Выхо- 
дит, что М’Р’ || В’А’и М’О’|А’В’ (направление ‘указано 
стрелками) (рис. 8]). 

a 
1 | 

Эквидист 
поверхность 

Рис. 81. 

Теперь спроектируем прямые M’Q’ и М’Р” на эквиди- 
стантную поверхность, получим эквидистанты МО и МР, 
причем та и другая не пересекают АВ. Легко доказывается, 
что всякая эквидистанта, проходящая через точку М 
и идущая внутри угла РМО, пересекает эквидистанту АВ. 
Следовательно, МО и МР параллельны АВ, одна в направ- 
лении АВ, другая в направлении ВА. 

Итак, через точку М проходят две параллельные «пря- 
мые» относительно «прямой» АВ. Следовательно, через 
точку относительно эквидистанты АВ проходит более од- 
HOH эквидистанты, не пересекающей данную, что и требо- 
валось доказать. 
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На основании изложенного выше можно высказать сле- 
дующую теорему. 

‚ Внутренняя геометрия эквидистантной поверхности, 
где. роль прямых выполняют эквидистанты, есть плани- 
метрия „Лобачевского. 

Замечание. Исследование вопроса о характере внут- 
ренних геометрий, которые несут в себе поверхности по- 
стоянной кривизны пространства Лобачевского, приводит 
к весьма замечательному факту, что на орисфере 
в системе орициклов выполняется плани- 
метрия Евклида. Лобачевский, ‘отрицая геометрию 
Евклида на плоскости, не мог освободиться от 
нее совсем. Она, по выражению проф. В. Ф. Кагана, 
с плоскости «переселилась» на поверхность орисферы. 

Из того, что в пространстве Лобачевского на орисфере 
выполняется планиметрия Евклида, вытекает утверждение: 
если геометрия Лобачевского: не имеет про- 
тиворечий, то не может иметь противоре- 
чий и планиметрия Евклида, т.е. вопрос о не- 
противоречивости планиметрии Евклида сводится, ‘таким 
образом, к вопросу о непротиворечивости геометрии Ло- 
бачевского. 

Перед учеными, естественно, стал во весь рост другой 
вопрос: нельзя ли, наоборот, непротиворечивость геометрии 
Лобачевского свести к непротиворечивости геометрии 
Евклида. Нет .ли в пространстве Евклида такой поверх- 
ности постоянной кривизны, на которой, хотя бы в огра- 
ниченной части, выполнялась планиметрия Лобачевского? 
Этот вопрос, как увидим далее, был решен в положитель- 
ном смысле и значительно увеличил возросший престиж 
геометрии Лобачевского в пользу ее всеобщего признания, 
как непротиворечивой геометрии, имеющей прямое отно- 
шение к окружающей нас реальной действительности. 

$ 10. ПОСТОЯННАЯ ПРОСТРАНСТВА ЛОБАЧЕВСКОГО, 

Возьмем в пространстве Лобачевского точку А. Через 
нее проведем ориентированную прямую а (рис. 82), кото- 
рую примем за ось орисферы, точку А примем за ее на- 
чало (на чертеже орисфера изображена в виде круглого 
купола). 

Через ось а проведем диаметральную плоскость &, KO- 

140



торая находится в плоскости чертежа. Она пересечет ори- 
сферу по орициклу, проходящему через точку А. Возьмем 
на этом орицикле еще одну произвольную точку В, от- 
личную от А. Если вращать точку В вокруг оси а, то она 
опишет окружность радиуса Ac центром в точке О, а дуга 
орицикла АВ — кусок орисферы, форма которого и изоб- 
ражена в виде купола. 

Проведем через точку В прямую 6, параллельную а 
в сторону направления а. Таким образом, будем иметь, 
что 6 || а. Параллельные прямые 6 и а находятся в плос- 
кости а. Далее, к окружности (0, h) в точке В проведем 
касательную ¢, которая будет нормалью к плоскости «a, 
так как плоскость, в которой находится упомянутая 
окружность, перпендикулярна плоскости а. Следовательно, 
углы OBt и tBb — прямые. 

Через точку О в направлении прямой г проведем пря- 
мую Mm, параллельную этой прямой Ё, т.е. т || Ё Тогда 
Z BOm = П (A), т.е. является углом параллельности при 
параллельных прямых т и ¢t. Плоскости, проходящие чеоез 
пересекающиеся прямые (6, #) и (а, т), обозначим соответ- 
ственно через Ви 1. Эти плоскости обязательно пересе- 
кутся, так как через точку В, взятую в плоскости В, про- 
ходят две прямые 6 и Ё, параллельные плоскости 1 (дей- 
ствительно, б|а и Ё| т, бледовательно, В | 1 и Ё {I 4). 
Обозначим прямую пересечения плоскостей В и 1 через с’с, 
причем на основании предыдущего cc’ || ти cc’ || t, c’c lla 

и c’c || b. Раз c’c||a u c’c|| 6, To с’с может быть принята 
за ось рассматриваемой орисферы. Обозначим точку пере- 
сечения орисферы с ее осью с’с через С. Плоскости Ви 1 
как диаметральные плоскости (они проходят через оси ори- 
сферы) пересекут орисферу соответственно по орициклам 
ВС и АС. Таким образом, на рассматриваемой 
орисфере получился геодезический прямо- 
угольный треугольник АВС, у которого 
угол В— прямой. 

Докажем теперь, что длина дуги ВС орицикла 
есть величина постоянная, не зависящая 
от положения точки В на орицикле. 

Для доказательства построим высоту дуги ВС: из точки В 
опустим на ось c’c перпендикуляр BD. Длина BD 
и является мерой дуги орицикла АВ. Чтобы доказать, что 
дуга орицикла постоянна, достаточно показать, что ее вы- 
сота — величина постоянная. 
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Изобразим деталь чертежа (рис. 82), состоящую из 
плоскости В и всех элементов, входящих в нее (рис. 83), 
причем для наглядности плоскость В совмещена с плос- 
костью чертежа. 

С одной стороны, ДЁВЬ = > С другой стороны, 

ZtBD = П (BD) при параллельных ¢ uc’ u ДВО = П(ВО) 
при параллельных фи с. Слелдо- 
вательно, Z1b6D = /bBD. Кроме 

Toro, £tbD-+- 7 ВО = > OT- 

куда ZtbD = £bBD = --. Вы- 
ходит, что при любом поло- 
жении точки В на орицикле 

AB II (ВО) = a = const. Следо- 

вательно, BD — постоянная вели- 
чина. Но BD является высотой 
дуги орицикла, следовательно, 
дуга ВС орицикла есть 
величина постоянная, 

с 0 

Рис. 82. Рис. 83. 

не зависящая от положения точки В на 
орицикле АВ, что и требовалось доказать. 

Дуга орицикла ВС, которая является геодезическим 
катетом геодезического прямоугольного треугольника АВС 
и которая, по доказанному выше, является постоянной, не 
зависящей от положения точки В, и носит название 
ПОСТОЯННОЙ пространства Лобачевского. 
В дальнейшем будем обозначать ее через с, т.е. длина 
дуги ВС = св. 

Чтобы лучше представить себе неизменность с при раз- 
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личных положениях В, пояс- 
ним это на отдельном чертеже 
(рис. 84). 

Постоянную пространства 
Лобачевского с можно рас- 
сматривать как меру откло- 
нения пространства Лобачев- 
ского от пространства Ев- 
клида. Легко проследить по 
чертежу (рис. 82), что при 
с» со пространство Лобачев- 
ского стремится к простран- Рис. 84. 
ству Евклида как к своему 
предельному случаю. При всех других положительных 
значениях 6, отличных от бесконечности, пространства 
Лобачевского остается неевклидовым. 

$ 11. ДЛИНА ДУГИ ОРИЦИКЛА И ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ 

НА ОРИСФЕРЕ. | 

Пользуясь ранее использованным чертежом (рис. 82), 
вычислим длину дуги орицикла АВ. Так как на орисфере 
в системе орициклов имеет место геометрия Евклида, 
а следовательно, и евклидова тригонометрия, то из рас- 
смотрения геодезического прямоугольного треугольника АВС 
будем иметь: 

АВ = BC -ctg A 
ИЛИ 

AB =<. ctg A. 

Ho ZA =I (h) = II (высота дуги АВ). 

Следовательно, 

AB =o ctg II (высота AB). 

Длина дуги орицикла ‘всегда равняется произведению 
постоянной пространства „Лобачевского на котангенс 
угла параллельности, стрелкой которого является высота 
рассматриваемой дуги, длина которой находится. 

Теперь переходим к определению длины окружности, 
взятой на орисфере, геодезическим радиусом которой 
является дуга орицикла АВ. Имея в виду, что на орисфере 
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в системе орициклов выполняется планиметрия Евклида, 

получим, что длина окружности геодезического радиуса АВ 

с центром в точке А равняется 2« АВ. Но AB=ccigIl 

(высота АВ). 
Следовательно, длина окружности равняется 2 пос II 

( высота АВ). 

ГЛАВА У. 

ЭЛЕМЕНТЫ ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ТРИГОНОМЕТРИИ 

НА ПЛОСКОСТИ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ТРИГОНОМЕТРИИ 

НА ПЛОСКОСТИ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Рассмотрим в пространстве Лобачевского прямоуголь- 
ный треугольник АСВ, у которого а и 6— катеты, 
а с — гипотенуза (рис. 85). 

К плоскости треугольника АСВ в точке А восставим 
перпендикуляр а’. Теперь через точки В и С проведем 
прямые 6’и с’, параллельные а’ (направление параллель- 
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ности указано стрелками). 
Прямые a’, 6’, с’ таким обра- 
30M по построению принадле- 
жат одному и тому же пара- 
болическому пучку. Примем 6' 
за ось орисферы, а точку В 
этой оси — за начало орисфе- 
ры. Обозначим через a, Ви 1 
соответственно плоскости, про- 
ходящие через параллельные 
прямые 6’ и с’, с’иа’, 6' 
и а’. Проходя через оси ори- 
сферы, плоскости а, Вит, как 
диаметральные плоскости, пе- 
ресекут орисферу по орицик- 
лам ВС’, А’С’и А’В, обра- 
зуя прямоугольный геодези- 
ческий треугольник A’C’B, 
причем вершиной прямого 
угла является точка С’. По



построению с и O перпендикулярны а’. Далее нетрудно 
доказать, что alc’. Ha орисфере, как известно, выпол- 
няется планиметрия Евклида, включая и ее тригонометрию. 
Поэтому из прямоугольного геодезического треуголь- 
ника 4’С’В имеем: 

ВС’ = ВА’ sin A’. (1) 
Далее, по ранее доказанному. 

BC' = sctg П (а), (2) 
ВА’ = octg IL (6), (3) 
LA=ZLA. (4) 

Следовательно, (1) на основании (2), (3) и (4) можно 
записать так: 

octg II (a) = octg II (6) sin A. 

Сокращая на 6, окончательно получим: 

ctg II (a) = ctg II (6) sin A. (I) 
Это будет первая формула тригонометрии Лобачевского 

для плоского прямолинейного прямоугольного треугольника, 
в котором A — острый угол, с — гипотенуза, а — противоле-, 
жащий катет. 

Аналогичным построением, проводя перпендикуляр 
к плоскости треугольника АСВ через точку В и беря 
начало орисферы в точке А, получаем еще одну формулу: 

ctg If (6) = ctg Il (с) sin В. | (II) 

Это будет вторая основная формула тригонометрии 
Лобачевского. 

Остальные основные формулы тригонометрии Лобачев- 
ского даем без доказательства. Вот они: 

cos II (а) = ctg I (6) tg A; (11) 

cos П (6) = ctg II (a) tg В; (IV) 

sin II (с) = sin I (a) sin II (0); (V) 

sin II (с) = tg A-tg В; (VI) 

sin II (a) cos A = sin B; (VID) 

sin II (6) cos B = sin A; (VIII) 

cos II (a) = cos П (c) cos В; (IX) 

cos IT (6) = cos II (c) cos A; (X) 

tg П ее Но au = tg П и y) (XI) 
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Эти формулы можно было бы получить, не выходя за 
пределы плоскости, чисто планиметрическим путем, что 
впервые было выполнено Либманом в 1907 году и при- 
водится во многих курсах по основаниям геометрии, когда 
вопрос касается тригонометрии Лобачевского. 

$ 2. ВЫВОД ФОРМУЛЫ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Пользуясь тригонометрической формулой (XI), можно 
вывести формулу Лобачевского, устанавливающую функци- 
ональную связь между углом параллельности П (х) и ero 
стрелкой х. 

Функция П(х); как установлено выше, должна удов- 
летворять требованиям: 

1. Определена для всех положительных х от 0 до со. 
2. Для этих значений она монотонно-убывающая: 

когда x возрастает от 0 до со, функция П(х) убывает 
и" 

OT —5` ДО. 0. 

3. П (х) — непрерывная функция. 

4. При В = со II (x) = — 

Чтобы найти функцию II (x), удовлетворяющую указан- 
ным свойствам, в ae (XI) сделаем замену, положив 

в = =F), 
Mw = f(y), 

(teen = f (x+y). 
Тогда будем иметь: 

f(x) Гу) =Рх НУ). (1) 
Продифференцируем полученное функциональное равен- 

ство по X, получим: 

f(x) f(y) =P (+9). (2) 
Разделив (2) на (1) и сократив Ha f(y), получим: 

f(x) _Ра-У (3) 
F(x)  Га-У` 

Из равенства (3) следует, что 

О = const = С. (4) 
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Проинтегрировав полученное дифференциальное уравне- 
ние, получим: 

In f (x) = сх 

ИЛИ 
Г (x) =e. (5) 

Заменяя в соотношении (5) f (x) через tg a) получим: 

II Е = eer, (6) 
Чтобы формула (6) удовлетворяла всем указанным выше 

требованиям, необходимо положить 
1 

р’ 

где К — некоторое положительное число (постоянная про- 
странства Лобачевского). 

Окончательно будем иметь: 

С = — 

< 

= —е *. 
— tg 

Это и есть формула  Побачевского, которая давалась 
выше -6e3 доказательства. 

$ 3. ВЫРАЖЕНИЕ ОСНОВНЫХ ФОРМУЛ ТРИГОНОМЕТРИИ 
ЛОБАЧЕВСКОГО ЧЕРЕЗ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. 

Гиперболический синус и косинус определяются, как 
это известно, соответственно формулами: 

ex —е—х , e* + е—х 
о ’ . ° 

Пользуясь этими формулами-определениями, получают 
остальные формулы гиперболической тригонометрии: 

shx = chx = 

sh x ex —e-x | thy = = 
ch x ex + е-х 

ch x e* -|- ех 

eth x = shx  e*¥ —e-*’ 
1 

seh x = hy 

coseh х = 5; 

ch? x — sh? x = I. 
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Разлагая e* в ряд Маклорена, получим: 
x 1 | х2 x3 

6“ = -|- х-- or -|- 3) a cee о 

Откуда, заменяя х на (— х), будем иметь: 

x2 x3 
e-* = тут... 

Тогда для shx и chx будем иметь разложения: 

x3 x 
she =x-b3p- +a :- ‚о 

x? x4 
che =1+3-+4+--: . 

Постараемся теперь формулу (I) тригонометрии Лоба- 
чевского выразить через функции гиперболической триго- 
нометрии. 

Формула (I) имеет вид: 

ctg II (а) = ctg II (с) sin A. (I) 

Функция Лобачевского — 

(2 -+ в 
tg—~— =e +, 

о , 1 — tg Lo ae) 

ctg If (a) = Ето) = — па = te is . (2) 

2 2 

Соотношение (2) на основании равенства (1) пере- 
пишется так: 

Во 

С =. gy 
2e 

Равенство (I) на основании (3) примет нужное выра- 
жение: 

а. С . , 
sh =- =sh—--sin A. (1’) 

Формула (1) примет ВИД: 

|7 С р Г 
sh =- =sh—--sin В. (II’) 
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Так же можно получить и остальные формулы. Даем 
их без доказательства. 

tg =sh— tg A; (Ш’) 

te =sh— tg B; (IV’) 

ch 2. ch 7 =ch—; =) 

ch—- = cotg A-cotg B; (VI’) 

cos A = sin A: ch --- ; (VII’) 

cos В = sin A-ch > `(УПГ) 

th — — th = cos B; (1X’) 

th == = =th> —-cos A. (X’) 

$ 4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ПИФАГОРА, ИСХОДЯ ИЗ 

СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ФОРМУЛЫ ТРИГОНОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Аналогом теоремы Пифагора в геометрии Лобачевского 
является формула (\’): 

а b с 
ch = ch = ch—-. 

Пользуясь разложением 

а а? а“ 

bh =| tae ие tee 
при достаточно большом k будем иметь: 

а а? 
СП 1 rr 

Пользуясь последним соотношением, формулу (V’) можно 
представить так: 

+4) а) = НЕ 
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Раскроем скобки в левой части и произведем нужные 
сокращения, получим: 

2 b2 а262 c2 

1 + EF + opr +a — 1-Н 5. 

ИЛИ 
a?b2 

а? 6? |. —— = ¢?, 
2k 

В пределе при k = oo (пространство Лобачевского ста- 
новится евклидовым) получим: а?-- 6? = с?, что и требо- 
валось доказать. 

На рассмотренном примере еще раз убеждаемся, что 
геометрию Евклида можно рассматривать 
как предельный случай геометрии Лобачев- 
ского, когда К безгранично возрастает. 

ГЛАВА VI, 

АКСИОМАТИКА ЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

ПО ГИЛЬБЕРТУ. 

Огромное значение для построения геометрии как науки 
имеет современный аксиоматический метод, суть которого 
изложена в начале настоящего курса. 

Центральное место в современном аксиоматическом 
методе занимает система аксиом, которая должна быть 
конечна и должна наиболее полно раскрывать геометрическое 
содержание основных понятий. Кроме того, система аксиом 
должна удовлетворять трем требованиям, а именно, требо- 
ванию  совместности (непротиворечивости), требованию 
независимости и требованию полноты. 

Такая система аксиом и была создана немецким мате- 
матиком Гильбертом. По Гильберту, евклидова геометрия 
состоит из 20 аксиом. Эта система аксиом была подготов- 
лена всем ходом развития геометрии. Постепенно улучшая 
свою аксиоматику, ‘Гильберт довел ее до совершенства. 
В этом деле ему много помогли геометры других стран. 

Все 20 аксиом Гильберта имеют специальное назначе- 
ние — косвенным образом определить основные объекты 
геометрии: точки, прямые и плоскости. Далее, эти 20 аксиом 
Гильберт разбивает на пять групп по ‘числу основных 
соотношений. 
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Первая группа состоит ‘из 8 аксиом и носит назва- 
ние группы аксиом принадлежности. Специальное назначе- 
ние этой группы — косвенным образом определить основное 
отношение «принадлежать». 

Вторая группа—груп- 
па аксиом порядка. Состоит 
из 4 аксиом. Специальное 
назначение—косвенным об- 
разом определить основное 
отношение «между». 

Третья группа—груп- 
па аксиом конгруэнтности. 
Состоит из 5 аксиом. Специ- 
альное назначение—косвен- 
ным образом определить 
основное отношение «кон- 
груэнтный». 

Четвертая группа 
включает в себя | аксиому. 
Специальное назначение — 
косвенным образом опреде- 
лить основное отношение 
«параллельный». 

Пятая. — (последняя) 
группа—группа аксиом He- 
прерывности. Состоит из 2 
аксиом. Специальное назначение—косвенным образом опре- 
делить основное отношение «непрерывный». 

Давид Гильберт (1862—1943). 

Аксиомы первой группы 

(аксиомы принадлежности или соединения). 

_— [.. Для двух точек А и В существует не менее одной 
(одна или больше) прямой а, принадлежащей этим точкам. 

5. Для любых двух точек А и В существует не более 
одной (одна или ни одной) прямой а, принадлежащей этим 
точкам. 

Теорема. 

Для любых двух точек А ‘и В существует одна 
и только одна прямая а, принадлежащая этим точкам. 
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Доказательство. 

Справедливость теоремы вытекает как следствие из 
аксиом [и I,. 

I. Ha прямой существует по крайней мере две (две 
или больше) точки. Существует по крайней мере три точки, 
не лежащие на одной. прямой. 

. Для любых трех точек А, В и С, не лежащих на 
одной прямой, существует не менее одной плоскости а, 
принадлежащей ‘этим точкам. На плоскости существует по 
крайней мере одна точка. 

‚. Для любых трех точек A, Ви С, не лежащих на 
одне прямой, существует не более одной плоскости а, 
принадлежащей этим точкам. 

Теорема. 

Для любых трех точек A, В и С, не лежащих на 
одной прямой, существует одна и только одна 
плоскость a, принадлежащая этим точкам. 

Доказательство. 

Справедливость этой теоремы вытекает как следствие 
из аксиом I, H Is. 

‹. Если прямая с плоскостью имеет две общие точки, 
то и другие точки прямой, если они имеются, тоже при- 
надлежат этой плоскости. 

I,, Если две плоскости « и В имеют общую точку A, 
то они имеют по крайней мере и еще одну общую точку В. 

` Теорема. 

Если две плоскости имеют общую точку, то они 
имеют и общую прямую, проходящую через эту точку. 

Доказательство. 

На основании аксиомы [ данные плоскости имеют еще 
одну (вторую) точку, а по ранее доказанной теореме две 
точки определяют единственную прямую, им принадле- 
жащую. В соответствии с аксиомой I, эта прямая при- 
надлежит обеим плоскостям и, следовательно, является их 
общей прямой, что и требовалось доказать. 

+. Существует по крайней мере ‘четыре точки, не. 
принадлежащие одной плоскости. 
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Необходимо заметить, что, согласно аксиомам первой 
группы, прямые, плоскости и все пространство в целом 
пока еще бедны точками. Действительно, на прямой 
существует по крайней мере две точки, на плоскости по 
крайней мере одна, в пространстве по крайней мере четыре, 
не лежащие в одной плоскости. То, что прямая, плоскость 
и пространство в целом, взятые в отдельности, имеют 
бесчисленное множество точек, не постулируется 
согласно нашим наглядным представлениям, а доказывается 
совершенно строго в виде отдельных теорем. Но для этого 
нужны еще. аксиомы второй группы. Бесконечность точек 
прямой, плоскости вытекает из первых двух групп, причем 
доказательство болышой сложности не представляет. 

Аксиомы второй группы (аксиомы порядка). 

П.. Если из трех точек A, В, С точка В лежит между 
точками Ди С, то, во-первых, эти точки лежат на одной 
прямой, во-вторых, эти точки различные и, в-третьих, 
точка В лежит между точками С и А (рис. 86). 

П.. Для любых двух точек А и В на прямой АВ 
существует по крайней мере одна точка С такая, что В 
лежит между А и С (рис. 86). 

Эту аксиому можно назвать аксиомой существо- 
вания внешних точек любого данного. отрезка (опреде- 
ление отрезка дается ниже). 

3. Для любых трех точек A, В, С одной и. той же 
прямой существует не более одной точки, лежащей между 
двумя другими. 

Эту аксиому можно назвать аксиомой незамкну- 
тости прямой. Действительно, если бы прямая была 
замкнутой, как это, на- 

пример, наблюдается в А B C 

геометрии Римана, то — + — 

аксиома II, не выполня- 
лась бы, так как тогда Рис. 86. 

каждая из трех точек 
лежала бы между двумя другими. | | 

Прежде чем сформулировать аксиому Па, надо путем 
определения дать понятие «отрезка». 

Определение. Система двух точек А и В называ- 
ется отрезком и обозначается через АВ или ВА. Точки, 
лежащие между А и В, называются внутренними точками 
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отрезка, a точки А и В — концами этого отрезка. Все 
остальные тсчки прямой АВ называются внешними точ- 
ками отрезка АВ. Внутренние точки иногда будем 
называть точками отрезка. 

П.. (Аксиома Паша.) Пусть A, В, С —три точки, не 
лежащие на одной прямой, и а — прямая в плоскости АВС, 

не проходящая ни через 
С одну из точек А, В, С 

@ (рис. 87). Если при этом 
прямая а проходит через 
одну из точек отрезка АВ, 
то она должна пройти’ че- 
рез одну из точек отрезка 
‚АС или через одну из то- 

в ЧЕК отрезка БС. 
Другими словами: если 

Рис. 87. прямая а, лежащая в плос- 
кости треугольника АВС 

и не проходящая через его вершины, пересекает одну из 
его сторон во внутренней точке, то она пересекает и еще 
одну сторону во внутренней точке, при этом имеется в ви- 
ду, что треугольником называется совокупность трех 
точек 4, В, С, не лежащих на одной прямой, причем от- 
резки АВ, ВС и АС называются сторонами, а точки 
A, В, С вершинами этого треугольника. 

Исходя из наглядных соображений, аксиому Паша 
можно сформулировать так: Если прямая входит внутрь 
треугольника, то она обязательно и выходит из него. 

Необходимо заметить, что прямая, пересекая одну из 
сторон треугольника в некоторой ее внутренней точке, не 
может одновременно пересечь другие две стороны также 
во внутренних точках. Этот факт впервые был доказан 
математиком А. Вальду (А. Wald). 

Две теоремы, доказываемые с помощью 
аксиом первых двух групп. 

Теорема 1-я. 

Для двух точек А и В существует по крайней мере 
одна точка С, лежащая между ними. 

Другими ‘словами: на отрезке АВ существует no 
крайней мере одна внутренняя точка. 
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Доказательство. 

В соответствии с аксиомами I, и I, через точки Аи В 
проводим прямую (рис. 88). По аксиоме I, существует 
третья точка, пусть D такая, что A, Ви D не лежат на 
одной прямой. Опять-таки на 
основании аксиом I, и I, Tou- Е 
ки Аи D определяют един- 
ственную прямую. По акси- О 
ome II, существует точка Е 
такая, что D лежит между 
А и Е. Запишем это симво- A B 
лически так: С — 

Ar De ЕЁ, (1) 

где символ -‹ означает «ле- Е 
жать между». 

Опять по аксиомам [и I, 
точки В и Е определяют 
единственную прямую, через них проходящую. На этой 
прямой по аксиоме I], существует точка F такая, что 
точка В лежит между точками E и РЁ, т. e. 

Рис. 88. 

Er Be F. (2) 

По аксиомам IJ, и I, существует прямая DF. 
Теперь к треугольнику ABE и прямой DF применим 

аксиому Паша (П.): согласно (1) прямая DF пересекает 
сторону AE во внутренней точке О. Следовательно, она 
должна пересечь еще одну сторону этого треугольника 
во внутренней точке. Но сторону ВЕ она не может 
пересечь во внутренней точке, так как пересекает ее 
во внешней точке fF. Следовательно, DF пересекает АВ 
во внутренней точке С. 

Итак, точка С существует и находится между точками А 
и Б, т. е. A-: С- В, что и требовалось доказать. 

Замечание. Доказательство этой теоремы может 
служить учителю образцом самого строгого доказательства. 

Теорема 2-я. 

Из трех точек A, В, С одной и той же прямой 
всегда одна и только одна лежит между двумя другими. 
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Доказательство. 

Будем полагать, что А не лежит между ВиС, а С не 
лежит между A xu В (рис. 89). Докажем, что в этом случае 
обязательно В лежит между Аи С. 

На основании аксиомы I, существует точка D, не 
лежащая на прямой АС. По аксиомам I, и I, существуют 

прямые AD, BD и CD. 
D Проведем ux. На осно- 

вании предыдущей тео- 
ремы на прямой CD су- 

G E ществует точка Ё, ле- 
жащая между О и С, 

Е т. е. 

2-Е-+С. — (3) 

A C По аксиомам Ци I, 
В точку А соединяем с точ- 

Рис. 89. кой Е. К треугольнику 
DBC и прямой AE при- 

меним аксиому Паша. Прямая AE согласно (3) пересекает 
сторону CD во внутренней точке Е. Следовательно, по акси- 
оме Паша, она должна пересечь и еще одну сторону тре- 
угольника во внутренней точке. Пересечь сторону ВС во 
внутренней точке она не может, так как пересекает ее 
во внешней точке A. Следовательно, AE пересекает сторо- 
ну BD во внутренней точке F, т. е. 

De Fe В. (4) 

На основании аксиом I, и I, проведем прямую CF. 
Теперь к прямой CF и треугольнику АВР применим 
аксиому Паша. Прямая CF согласно (4) пересекает сто- 
pony BD указанного. треугольника во внутренней точке F. 
Прямая CF должна пересечь и еще одну сторону названного 
выше треугольника. Пересечь сторону АВ она не может, 
так как пересекает ее во внешней точке С, по предполо- 
жению, что С не лежит между А и В. Следовательно, 
прямая CF должна пересечь сторону AD во внутренней 
точке G, т. е. 

А-=С-р0. (5) 

Покажем, что Р лежит между А и. Е, т. е. Ae Fe Б. 
Для этой цели к AAED и к прямой CG применим аксиому 
Паша. По соотношению (5) прямая СС пересекает. сто- 
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рону AD во внутренней точке С. По аксиоме Паша, CG 
должна пересечь и еще одну сторону AAED. Пересечь 
сторону DE прямая CG не может, так как пересекает ее 
во внешней точке С (соотношение 3). Следовательно, 
СС пересекает сторону AF во внутренней точке Г, т. e. 

Ar Fr Е. (6) - 

Наконец, применяя аксиому Паша к A AEC и прямой DF, 
получим, что DF на основании (4) пересекает сторону АЕ 
во внутренней точке Р. Следовательно, по аксиоме Паша, 
DF должна пересечь и еще одну сторону ДАЕС. Сто- 
рону ЕС она пересечь не может, так как пересекает ее на 
основании (3) во внешней точке О. Следовательно, DF пере- 
секает во внутренней точке В сторону АС. Итак, В — внут- 
ренняя точка отрезка АС, т. е. А-; В- С, что и требо- 
валось доказать. 

Аксиомы третьей группы (аксиомы конгруэнтности). 

Ш.. Если Аи В две TOUKH . прямой а и A’ точка на 
TOH же или другой прямой а’, то существует на прямой. а’ 
по данную сторону от точки A’ такая точка В’, что 
отрезок AB конгруэнтен отрезку А’ВБ’. Символически то 
обозначается так: АВ — А’В’, причем из последнего выте- 
кает A’B’ = АВ. | 

Это —- аксиома о возможности построения отрезка, 
конгруэнтного данному на любой прямой от любой ее 
точки в ту или другую 
сторон 

Ill, Если А’В’ = AB и fe oo a 
A" В” АВ, то A’B’=A"B". 

Это — аксиома транзи- 
тивности конгруэнтных от- A! В’ С’ а’ 
резков: если два отрезка 
конгруэнтны третьему, то 
они  конгруэнтны друг Рис. 90. 

другу. 
Ш.. Пусть АВ и ВС суть два отрезка прямой a, не 

имеющие ни одной общей точки; далее, Д’В’и В’С’ суть 
два отрезка той же прямой или другой прямой а’, также 
не имеющие общей точки (рис. 90); если при этом 
АВ = А’В’ и ВС = B'C’, tou АС= А’С'. 

Другими словами: сумма соответственно конгруэнт- 

157



ных отрезков также конгруэнтна. Это — аксиома аддитив- 
ности, т. е. аксиома сложения отрезков. 

_ Ша. Пусть даны угол (h, Е) в плоскости a и пря- 
мая а’ в плоскости a’, а также вполне определенная по 
отношению прямой а’ сторона плоскости a’. Пусть h’ 
обозначает луч прямой а’, исходящий из точки О’, в таком 
случае в плоскости а’ существует один и только один 
луч №’, обладающий следующим свойством: Д(й, Г) 
конгруэнтен, иначе говоря, равен / (h’, К’) и вместе 
с тем все внутренние точки Z (й’, Е’) находятся в плос- 
кости я’ по данную сторону от прямой а’. Конгруэнтность 
углов: Z (h, k) и Z (h’, Rk’) символически записывается так: 

Zh, P= Zh‘, R’). 

Каждый угол конгруэнтен самому себе, т. е. всегда 

Zh, P= ДВ, №. 

Это аксиома возможности построения угла, конгруэнт- 
ного данному, с вершиной в любой точке и заранее выбран- 
ной стороной (Гильберт рассматривает только острые углы). 

Короче аксиому можно сформулировать так: каждый 
угол может быть однозначно отложен в данной плоскости 
по данную сторону при данном луче. 

ПП. Если для двух треугольников АВС и А’В’С’ 
выполняются конгруэнтности: 

АВ = A'B’; 

АС = А’С'; 

Д ВАС = Z В’А’С'; 

-TO 

Z АВС = ZA'B'C'. 

Конгруэнтность и движение в их взаимной связи. 

Гильберт при построении евклидовой геометрии поль“ 
зуется термином «конгруэнтность» как основным понятием. 
В соответствии с этим геометрические свойства этого 
понятия он раскрывает пятью аксиомами конгруэнтности, 
которые были сформулированы цвыше. Что касается гео- 
метрического движения, то оно определяется им через 
конгруэнтность. | 
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Определение движения через конгруэнтность. 

Движением называется отображение пространства 
на. себя, в котором всякий отрезок переходит в конгруант- 
ный ему отрезок, причем отображением пространства на 
себя называется любое взаимно однозначное соответствие 
между точками одного и того же пространства. 

Здесь «движение» выступает как геометрическое движе- 
ние. В отличие от механического движения в данном 
определении «движения» совершенно не участвуют время, 
скорость и промежуточные положения фигуры. В опреде- 
лении обращается внимание только лишь на положение 
прообраза и образа. 

Можно, конечно, встать на другую точку зрения, чем 
Гильберт, а именно: «движение» рассматривать как основ- 
ное понятие и определить его косвенно через аксиомы 
(к этой точке зрения близко стоял Евклид, но аксиомати- 
ческую сторону этого понятия он не развил); тогда термин 
«конгруэнтность» можно определить прямым путем через 
движение, 

Косвенное определение «движения» как основного 

понятия геометрии через аксиомы движения. 

Ш. Для любых двух точек А и В существует движе- 
ние, которое переводит одну точку в другую. 

П.. Движение образует группу отображений про- 
странства на себя, т. е: 

1. Последовательное проведение двух движений (про- 
изведение движений) есть движение. 

2. Существует движение, оставляющее все точки на 
месте. Этот вид движения (тождественное движение) 
выполняет роль групповой единицы. | 

3. Для каждого движения существует обратное ему 
движение, такое, что их произведение дает групповую 
единицу. 

ПГ.. Каждое движение сохраняет отношение порядка, 
т. е. если из трех точек A, В, С точка В лежит 
между точками Аи С, то любое движение переводит эти 
точки соответственно в точки A’, В’, С’, причем точка B’ 
всегда лежит между точками Д’и С’. 

Illi. Пусть а и а’ — две прямые, A u А’— точки на 
этих прямых. Тогда существует одно и только одно движе- 
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ние, переводящее точку А в А’, заданную полупрямую a 
в заданную полупрямую’ а’, заданную полуплоскость, 
определяемую прямой а, в заданную полуплоскость, опре- 
деляемую прямой а’. 

Ш.. Для каждой пары точек Аи В существует движе- 
ние, переставляющее их местами, т. е. существует движе- 
ние, при котором отрезок АВ переходит в отрезок ВА. 

Ш.,. Для каждой пары лучей, исходящих из одной 
точки, существует движение, их переставляющее, т. е. 
существует движение, при котором угол (h, К) переходит 
в угол (Rk, h). 

Определение конгруэнтности как производного 
(не основного) понятия через движение. 

Две фигуры называются конгруэнтными, если суще- 
ствует движение, которое переводит одну из фигур 

в другую. 
В заключение необходимо сказать, что если основным 

понятием, как у Гильберта, является «конгруэйтность», 
тогда все аксиомы движения доказываются дедуктивным 
путем как теоремы. Если же основным понятием является 
«движение», тогда аксиомы конгруэнтности будут теоре- 
MaMH, все их можно доказать также дедуктивным путем 
из ранее предпосланной системы аксиом, в которой аксиомы 
конгруэнтности заменены аксиомами движения. | 

. Аксиомы четвертой группы (аксиома параллельности). 

Через точку, взятую вне прямой, в плоскости, опреде- 
ляемой ими, можно провести не более одной прямой, не 
пересекающей данную. Эта прямая называется парал- 
лельной данной и проходящей через заданную точку. 

Аксиомы пятой группы (аксиомы непрерывности). 

У:. (Аксиома Архимеда.) Пусть АВ и СРО — два про- 
извольных отрезка; тогда на прямой АВ существует конеч- 
ное число точек A,, A,, Д.,..., A,, таких, что отрезки AA,, 
А.А, А.А, ..., А ‘A, конгруэнтны отрезку CD и 
точка В лежит. между Аи А, (рис. 91). 

Другими словами; каковы бы ни были два отрезка, 
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меныший Из них можно всегда повторить слагаемым конеч- 
ное число раз так, что результат превзойдет больший 
отрезок. 

Аксиоме Архимеда можно придать и такую формули- 
ровку: Каковы бы ни были два отрезка АВ и CD, причем 
АВ >> СО, всегда можно подобрать такое натуральное 
число п, что, во-первых, (п—1)СО < АВ, во-вторых, 
nCD > АВ. 

Аксиому Архимеда иногда называют аксиомой из- 
мерения, так как, опираясь на нее, в основаниях гео- 
метрии дается теория измерения всех непрерывных величин 
(прямолинейных отрезков, углов и т. д.). 

\.. (Аксиома линейной полноты.) Точки прямой образуют 
систему, которая при сохранении теоремы линейного по- 
рядка (смотрите ниже), первой аксиомы о конгруэнтности 

А, А? As An-s An 

Рис. 91. 

и аксиомы Архимеда не допускает никакого расширения, 
т. е. к этой системе точек невозможно прибавить еще точ- 
ки так, чтобы в системе, образованной первоначальными 
и добавленными точками, выполнялись все приведенные 
аксиомы. | 
‚ Что касается теоремы линейного порядка, 
то она читается так (даем без доказательства). 
Kak бы ни было расположено конечное число точек 

на прямой, их можно обозначить буквами A, В, С, О, E,..., 
К так, чтобы точка В лежала между точкой А с одной 
стороны и точками С, РО, Е, .... K—c другой; далее, 
С — между А и В с одной стороны и D, Е,..., K— 
с другой; р — между А, В, С с одной стороны и Е,..., 
К — с другой и т. д. Кроме этого обозначения, существует 
еще только обратный способ обозначения К, ..., Б, D, 
С, В, А, обладающий тем же свойством. 

Другими словами: всякие п точек, данные на прямой, 
можно занумеровать числами 1, 2,... п так, что ка- 
кая-нибудь из этих точек лежит между двумя другими 
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тогда и только тогда, когда ее номер имеет `промежу- 
точное значение между номерами двух других точек. 

Как показал советский геометр П. Ф. Рашевский, не- 
выполнение аксиомы линейной полноты равносильно тому, 
что координаты точек на прямой не исчерпывают всех 
действительных чисел. Прямая была бы «пористой», «дис- 
кретной», так как она имела бы указанные выше «про- 
белы», ничем‘ не заполненные «пустоты». 

Таким образом, аксиома линейной полноты равносильна 
требованию взаимно однозначного соответствия точек пря- 
мой со всеми действительными числами, причем геометри- 
ческий порядок сравнения точек отражается арифметическим 
порядком по признаку «больше», «меньше», а геометриче- 
ская конгруэнтность отрезков — равенством х2 — x, = x’, — 
—^’.:, где х., х.— концы первого отрезка, а ¥'y, X'9— 
концы второго отрезка. 

Необходимость введения аксиомы линейной полноты. 

На необходимость введения аксиомы линейной полноты 
впервые указал Гильберту французский математик Анри 
Пуанкаре. 

В 1-м издании «Оснований геометрии» (1899) Гильберта 
группа аксиом непрерывности была представлена только 
одной аксиомой V,, т. е. аксиомой Архимеда. В ней не 
было аксиомы Vo, т. е. аксиомы линейной полноты. - 

Чтобы перейти от дискретного (не полного) пространства 
Гильберта к нашему непрерывному пространству, А. Пуан- 
каре предлагал к аксиомам Гильберта присоединить еще 
одну аксиому — аксиому линейной полноты, которую он 
формулировал так: | 

«Если на прямой существует два бесконечных мно- 
жества точек Ay, Ay, ..., A, с. By, By ..., Ви» oes, 
таких, что B, заключается между A, и By, u A, 3a- 
ключается между В. и Ap—1, каковы бы ни были р и 4, 
то на этой прямой существует по крайней `мере’ одна 
точка С, которая лежит между А, и B,, каковы бы ни 
были ри 4». | 

Вместо этой аксиомы во 2-м издании. своих «Оснований 
геометрии» (1903) Гильберт предпочел свою аксиому (ак- 
сиому полноты), которую сформулировал так: 

«К системе точек, прямых и плоскостей невозможно 
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присоединить другую систему вещей, чтобы полная сис- 
тема удовлетворяла бы всем прочим аксиомам». 

Эта аксиома позволила Гильберту от дискретного (раз- 
рывного, пористого) пространства, которое он рассматривал 
в 1-м издании известной своей книги, от пространства, 
которое допускало свои пробелы заполнять новыми вещами, 
перейти к нашему непрерывному пространству, которое 
уже не имеет «пробелов» и поэтому не может быть допол- 
нено «другой системой вещей». Другими словами: аксиома 
полноты дала возможность Гильберту от бесконечного мно- 
жества геометрий дискретных пространств, которые удовлет- 
воряют всем его аксиомам, кроме аксиомы полноты, перейти 
к геометрии нашего непрерывного пространства, которая 
удовлетворяет уже всем аксиомам Гильберта, включая 
и аксиому полноты. | 

_ Во 2-м издании «Оснований геометрии» Гильберт ак- 
сиому полноты V, сформулировал для всего пространства 
в целом. Аксиома полноты «заполняла пустоты» всего про- 
странства. Дальнейшие исследования показали, что для 
перехода к непрерывному (без пробелов) пространству до- 
статочно потребовать непрерывность (без пробелов) прямой. 
Именно исходя из этих соображений, Гильберт позднее 
аксиому полноты сформулированную для всего простран- 
ства, заменил аксиомой линейной полноты. 

ГЛАВА VII. 

ОБ ИНТЕРПРЕТАЦИЯХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ. 

$ 1. ИНТЕРПРЕТАЦИИ ГЕОМЕТРИИ ЕВКЛИДА. 

Аналитическая интерпретация. 

Интерпретацией или истолкованием данной 
системы аксиом называется конкретная «модель» той ло- 
гической схемы, которая ‚определена аксиомами. Под ин- 
терпретацией данной системы аксиом надо понимать кон- 
кретный выбор предметов с конкретными . отношениями 
между ними, удовлетворяющими данной системе аксиом. 

Евклид, как известно, придерживался только одной 
интерпретации своей геометрии, о существовании других 
интерпретаций он даже не подозревал. Этим, собственно, 
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и объясняется его попытка дать прямое определение (пу- 
тем указания рода и видовых признаков) всем. основным 
понятиям геометрии. ̀ 

Кроме обычной интерпретации, геометрия Евклида имеет 
ряд необычных истолкований, которые, если взять их 
вместе, позволяют основные объекты геометрии (точки, 
прямые, плоскости) рассматривать как объекты с перемен- 
ным (а не постоянным, как у Евклида) содержанием. 

Согласно обычной интерпретации: 
|. Точка есть то, что не имеет частей; 
Точка интерпретируется как кончик острия хорошо от- 

точенной булавки или как след, сделанный заостренным 
карандашом. 

2. Прямая есть то, что имеет только длину и одина- 
ково расположено относительно всех своих точек. 

Прямая интерпретируется как траектория светового 
луча, выходящего из узкого кругового отверстия. | 

3. Плоскость есть то, что имеет только длину и ши- 
рину и одинаково расположено по отношению ко всем 
прямым, на ней лежащим. 

Плоскость интерпретируется как поверхность гладкого, 
хорошо отполированного зеркала или, еще лучше, как 
поверхность воды в озере в спокойном состоянии. 

На практике точка изображается весьма маленьким 
кружочком, прямая — очень тонкой бороздкой, проведен- 
ной мелом, карандашом или чернилами. Плоскость — по- 
верхность классной доски или расправленный лист бумаги, 
смотря по тому, что находится под рукой. 

С обычной интерпретацией, которой люди пользуются 
с древнейших времен, знакомятся наши учащиеся в школе. 
Эта интерпретация наиболее простая из всех и, вполне 
естественно, наиболее употребительная. Но это далеко 
не значит, как думал Евклид, что обычная интерпретация 
единственная. Есть другие, необычные интерпретации гео- 
метрии Евклида, с которыми мы и познакомимся ниже. 

Рассмотрение начнем с аналитической интер- 
претации, которая имеет особенно большое значение 
для обоснования евклидовой и неевклидовой геометрии 
Лобачевского. Словарь этой интерпретации таков: 

«Точка» есть пара вещественных чисел (x, и), взя- 
тых в определенном порядке. 

2. «Прямая» есть отношение трех вещественных чисел 
A, Ви С, взятых в определенном порядке, т. е. A: B:C, 
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причем предполагается, что первые два одновременно 
не являются нулями. 

3. Будем говорить, что точка (x, у) лежит на прямой 
(А:В:С) или, что то же, прямая (А:В:С) проходит че- 
рез точку (x, и), если выполняется равенство: 

Ax + By +C=0. 

4. Будем говорить, ‘что точка (xX, и,) лежит между 
точками (xX,, и) и (X53, Ys), если 

м Ya TN 

X3—X2 Y3— ¥2 > 0. 

5. Движение рассматривается как взаимно однозначное 
соответствие точек и прямых, удовлетворяющее определен- 
ным требованиям. 

В этой интерпретации выполнятотся все плоские аксиомы 
абсолютной геометрии и, кроме того, У постулат Евклида 
о параллельных прямых. Следовательно, рассматриваемая 
интерпретация есть аналитическая интерпретация геометрии 
Евклида. 

Значение аналитической интерпретации очень велико. 
Это она сводит вопрос о непротиворечивости геометрии Ев- 
клида к вопросу о непротиворечивости арифметики веще- 
ственных чисел. С точки зрения рассмотренной интерпре- 
тации геометрия Евклида непротиворечива 
NOCTOJbKY, поскольку непротиворечива 
арифметика вещественных чисел. Если бы 
геометрия Евклида была противоречива, то это противоре- 
чие через интерпретацию проникло бы в арифметику ве- 
щественных чисел и она была бы противоречивой наукой. 

Итак, вопрос о непротиворечивости геометрии Евклида 
через аналитическую интерпретацию сводится к вопросу 
о непротиворечивости арифметики вещественных чисел. 
Возникает законный вопрос: к чему сводится вопрос о не- 
противоречивости арифметики вещественных чисел? 

Уверенность в непротиворечивости аксиом арифметики, 
а следовательно, и всей арифметики вещественных чисел, 
люди черпают из многовековой практики человеческого 
общества. На протяжении всей истории человеческого 
общества люди пользуются арифметикой вещественных чи- 
сел (сначала целых, а потом и дробных) и ни разу не 
приходили к логическому противоречию внутри этой науки. 
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Интерпретация при помощи связки параллельных прямых 
и множества всех плоскостей, параллельных 

хотя бы одной прямой связки. 

Рассмотрим в евклидовом пространстве связку парал- 
лельных прямых и совокупность всех плоскостей, парал- 
лельных хотя бы одной прямой связки. 

Теперь «точкам» и «прямым» дадим следующее конкрет- 
ное содержание (интерпретационный словарь): 

1. «Точка» есть любая прямая рассматриваемой связки 
параллельных прямых. | 

2. «Прямая» есть любая плоскость, параллельная хотя бы 
одной прямой, принадлежащей связке параллельных прямых. 

3. «Плоскость» — все множество рассматриваемых пря- 
мых’ и плоскостей. 

4. Будем считать, что «прямая» проходит через «точку», 
или «точка» принадлежит «прямой», если прямая связки 
принадлежит плоскости. 

5. Будем говорить, что «точка» лежит между двумя 
другими «точками», если прямая, соответствующая первой 
«точке», расположена между двумя другими прямыми, 
соответствующими другим двум «точкам». 

6. Термин «быть конгруэнтными» будем понимать 
в обычном смысле, т. е. как совпадение при наложении. 

Оказывается, в рассматриваемой интерпретации выпол- 
няются все плоские аксиомы абсолютной геометрии 
и V постулат Евклида о параллельных прямых. Следова- 
тельно, рассматриваемая интерпретация является интерпре- 
тацией плоской геометрии Евклида (планиметрии). 

Ясно, что эта интерпретация является необычной: пря- 
мые называются «точками», а плоскости — «прямыми». 

Интерпретация при помощи шаров, цилиндров 
и плоско-параллельных пластинок. 

В пространстве Евклида рассмотрим совокупность всех 
шаров, цилиндров и плоско-параллельных пластинок с одним 
только условием, чтобы шары были одного радиуса, чтобы 
этот радиус был равен радиусу поперечного сечения любого 
рассматриваемого цилиндра, а расстояние между плоско- 
параллельными пластинками равнялось удвоенному радиусу. 

Теперь будем придерживаться следующего интерпрета- 
ционного словаря: 
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1. «Точка» есть любой шар постоянного радиуса г. 
2. «Прямая» есть круговой цилиндр, радиус поперечного 

сечения которого равен г. 
3. «Плоскость» есть плоско-параллельная пластинка, 

у которой расстояние между пластинками (зазор) всегда 
равен 2. 

[и —_ © 
Рис. 92. 
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4. Будем говорить, что «прямая» проходит через «точку», 
или «точка» лежит на «прямой», если шар, интерпрети- 
рующий «точку», вписан в цилиндр, интерпретирующий 
«прямую» (рис. 92). 

5. Будем говорить, что «точка» и «прямая» принадлежат 
«плоскости», если шар, интерпретирующий «точку», 
и цилиндр, интерпре- 
тирующий «прямую», 
вписаны в плоско- 
параллельную  плас- 
тинку, интерпрети- 
рующую «плоскость» 
(рис. 93). 

В этой интерпре- 
тации выполняются 
все аксиомы абсолют- Рис. 93. 
ной геометрии и У 
постулат Евклида о параллельных прямых. Действительно, 
две «точки» определяют единственную «прямую»; три «точ- 
ки», не лежащие на одной «прямой», определяют един- 
ственнуо «плоскость» и т. д. 

Интерпретация Федорова. 

Весьма оригинальная интерпретация геометрии Евклида 
(планиметрии и стереометрии) принадлежит крупнейшему 
русскому ученому Е. С. Федорову (1853—1919). 

Интерпретация Федорова позволяет трехмерное прост- 
ранство отобразить на плоскость, что очень важно, напри- 
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мер, при составлении карт залегания горных пород. Свою 
интерпретацию Федоров с успехом использовал в кристалло- 
графии при изучении некоторых кристаллов. 

Суть интерпретации заключается в следующем: выберем 
в трехмерном евклидовом пространстве некоторую плоскость 

пк в качестве основной (базис- 
tA ная плоскость). Из произволь- 
| ной точки А евклидова прост- 
| ранства на плоскость к опус- 

тим перпендикуляр AA, (рис. 
94) и из точки A, как из 

C ab-> ‚\ центра радиусом, равным A,A, 
в плоскости к опишем окруж- 

я ность. Этой окружности да- 
дим направление с таким 
расчетом, чтобы, если смот- 

Рис. 94. реть на нее из точки A, она 
| имела направление против хо- 

да часовой стрелки. Вот эту ориентированную ок- 
ружность и будем называть точкой Федорова 
или просто «точкой» (в кавычках). 

Ясно, что все точки, расположенные под базисной плос- 
костью, будут отображаться на нее в виде окружностей 

Рис. 95. 

с противоположной ориентацией, т. е. окружностями с на- 

правлениями по ходу часовой стрелки. Точки, расположенные 

на базисной плоскости, будут переходить сами в себя, т. е. 

в окружности нулевого радиуса. 
Прямой Федорова или просто «прямой» будем называть 

совокупность гомотетичных ориентированных окружностей, 

имеющих различную ориентацию в. диаметрально противо- 

положных направлениях от центра гомотетии (рис. 95). 

Под плоскостью Федорова, или просто под «плоскостью», 
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будем понимать совокупность всех ориентированных окруж- 
ностей, изображающих точки и прямые, расположенные 
в одной плоскости. 

Будем говорить, что «точка» принадлежит «прямой», 
если ориентированная окружность, изображающая «точку», 
входит в систему ориентированных гомотетичных окруж- 
ностей, изображающих «прямую». 

Будем считать, что одна «точка» лежит между двумя 
другими «точками», если при обратном отображении полу- 
чаются три точки, расположенные на одной прямой, и что 
соответственным образом одна из них лежит между двумя 
другими. Аналогичным образом две фигуры Федорова будут 
конгруэнтными, если при обратном отображении соответ- 
ствующие фигуры будут также конгруэнтны. Далее, две 
«прямые» будут параллельными, если при обратном отобра- 
жении они переходят также в параллельные прямые. 

Легко проверить, что в интерпретации Федорова выпол- 
няются все аксиомы абсолютной геометрии и У постулат 
Евклида. Следовательно, это будет интерпретацией геометрии 
Евклида (планиметрии и стереометрии). 

Выполнимость У постулата Евклида проверить очень 
легко. Действительно, если бы этот постулат не выполнялся 
в интерпретации Федорова, то при обратном отображении 
он не выполнялся бы и вевклидовом пространстве, а это 
приводит к логическому противоречию. 

Интерпретация Пуанкаре. 

Пуанкаре принадлежит довольно оргинальная интерпре- 
тация геометрии Евклида. Суть этой интерпретации заклю- 
чается в следующем. Будем точки и прямые Евклида 
в интерпретации Пуанкаре называть для краткости «точ- 
ками» и «прямыми» (в кавычках). Для построения плани- 
метрии Евклида, а мы ограничимся только ею, нужно еще 
определить основную «плоскость», в которой будут произ- 
водиться все нужные планиметрические построения. 

Интерпретационный словарь будет таков: 
1. Под «плоскостью» будем понимать обыкновенную 

евклидову плоскость, если из нее удалить произвольную 
точку О (она играет роль бесконечно удаленной точки. 
Именно с таким расчетом в интерпретации Пуанкаре со- 
здается и новая метрика). 
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2. Под «точкой» будем понимать любую точку рас- 
сматриваемой плоскости, если она He совпадет с точкой 0. 

3. Под «прямой» будем понимать любую прямую и любу!о 
окружность, расположенные в рассматриваемой плоскости 
и проходящие через точку. 0. 

Легко проверить, что в этой интерпретации выполняются 
все плоские аксиомы абсолютной геометрии и У постулат 
Евклида. В этой интерпретации, например: 

1. Две «точки» Ди В определяют единственную «пря- 
мую» (рис. 96). 

0 

Рис. .96, Рис. 97. 

Вопрос сводится`к решению задачи на построение: через 
три точки A, В и О провести прямую или окружность. 
Задача всегда имеет решение и притом единственное. 

2. «Прямую» АВ можно продолжать в обе стороны 20 
бесконечности (рис. 96). Это выполняется, так как точка О 
играет роль бесконечно удаленной точки. 

Проверим теперь выполнимость У постулата Евклида. 
Прежде всего заметим, что две «прямые» будут параллельны, 
если’ соответствующие им окружности касаются друг друга 
в точке О. Теперь докажем, что через «точку» М, взятую 
вне «прямой» а, проходит одна и только одна «прямая», 
параллельная данной. Для этой цели надо решить` такую 
задачу на построение. 

Дана окружность О, и точка О на ней. Кроме того, 
дана еще точка М, не лежащая на данной окружности. 
Требуется построить вторую окружность O,, которая про- 
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ходила бы через точку М и касалась бы окружности О, 
в точке 0. 

Решение. этой задачи дано на чертеже (рис. 97), причем 
это решение будет, как легко видеть, единственным. 

$ 2. ИНТЕРПРЕТАЦИИ ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

Интерпретация Бельтрами. 

Еще Лобачевским было установлено, что в его про- 
странстве существует поверхность постоянной кривизны 
(орисфера), на которой в системе геодезических линий 
(орициклов) осуществляется планиметрия Евклида, откуда 
из непротиворечивости геометрии Лобачевского следовала 
непротиворечивость геометрии Евклида. Само собой понятно, 
что для обоснования геометрии Лобачевского важнее до- 
казать обратное, т. е.. что из непротиворечивости 
геометрии Евклида вытекает непротиворе- 
чивость геометрии Лобачевского. 

Непротиворечивость геометрии 
Лобачевского в только что указан- 
ном смысле впервые была доказана 
итальянским математиком Бельтра- 
ми в его ‘работе «Опыт исследова- 
ния  неевклидовых — геометрий», 
опубликованной в 1868 году. Со- 
гласно исследованию  Бельтрами, 
оказывается, что в пространстве 
Евклида существует такая поверх- 
ность постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны, на которой 
выполняется планиметрия Лобачев- 
ского. Эта поверхность носит наз- 
вание псевдосферы (рис. 98) 
й получается вращением трактрис- 
сы вокруг своей оси, причем 
трактриссой называется кри- Рис. 98. 
вая, в каждой точке которой длина 
касательной от точки касания до точки пересечения каса- 
тельной с некоторой прямой (осью трактриссы) есть величи- 
на постоянная, равная а (рис. 99). 

Если на псевдосфере роль прямых будут выполнять 
геодезические линин, то на ней будет реализоваться гео- 
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метрия Лобачевского. Действительно, сумма внутренних 
углов геодезического треугольника АВС на псевдосфере 
(рис. 98) будет уже строго меньше 24, перпендикуляр и на- 
клонная к одной и той же прямой в системе геодезических 
линий могут и не пересекаться и т. д. 

Необходимо заметить, что поверхность псевдосферы легко 
смоделировать в условиях школы из папье-маше. Эта модель, 

Рис. 99. 

как показывает опыт передовых учителей, является ‘пре- 
красным наглядным пособием для первого знакомства уча- 
щихся старших классов с геометрией Лобачевского в эле- 
ментарном и вполне доступном дли них изложении. 

Интерпретация Кэли — Клейна. 

Интерпретация Бельтрами имеет весьма существенный 
недостаток. Дело в том, что поверхность псевдосферы имеет 
ребро возврата, поэтому плоскость Лобачевского может 
быть лишь частично отображена на псевдосферу. Таким 
образом, поверхность псевдосферы дает интерпретацию гео- 
метрии Лобачевского, реализуемую только на куске плос- 
кости Лобачевского. 

Английский ученый Кэли (1821—1895) и немецкий 
математик Клейн (1849—1925) дали интерпретацию, из- 
BeCTHYIO под названием интерпретации Кэли—Клейна, в кото- 
рой нет того недостатка, который имеется в интерпретации 
Бельтрами. Интерпретация Кэли—Клейна дает отображение 
уже всей плоскости Лобачевского на кусок евклидовой 
плоскости, ограниченной кривой второго порядка (для‘ про- 
стоты берется окружность), носящей название абсолюта. 
Познакомимся с этой интерпретацией несколько подробнее. 

Согласно этой интерпретации под плоскостью Лоба- 
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чевского будем понимать кусок евклидовой плоскости 
заключенный внутри некоторой окружности, которую, как 
указывалось выше, будем называть абсолютом. Точки самой 
окружности (абсолюта) не 
учитываются. Под точкой 
Лобачевского будем по- 
нимать. любую точку, взятую 
внутри указанного круга, 
а под прямой Лобачев- 
ского — любую хорду абсо- 
люта (рис. 100). 

Метрика Лобачевского 
строится так, чтобы точки 
абсолюта выполняли роль 
бесконечно удаленных точек. 

Лобачевского 

В этой интерпретации вы- 
полняются все плоские акси- 

омы абсолютной геометрии. Рис. 100. 

Докажем, что в интерпретации 
Кэли—Клейна выполняется аксиома параллельности Лоба- 
чевского.. В дальнейшем для краткости точки Лобачевского 
и прямые Лобачевского будем коротко называть «точками» 

Рис. 101. 

и «прямыми» (в кавычках). 
Вне «прямой» АВ возьмем 

«точку» М. Из этой «точки» на 
указанную «прямую» опустим 
перпендикуляр MN (рис. 101). 
Соединяя концы хорды, про- 
ходящей через точки A и В, 
с точкой М, получаем две 
«прямые» ти п, из которых 
т | АВ и ai BA. Выходит, 
что через «точку» М, взятую 
вне «прямой» АВ, проходит 
более одной прямой, не пере- 
секающей данную. Следова: 
тельно, аксиома Лобачевского 
о параллельных прямых в ин- 

терпретации Кэли — Клейна выполняется, что и требова- 
лось Доказать. 

Теперь остановимся на метрике Лобачевского. 
Под длиной отрезка, как известно, понимается не- 

отрицательное, вещественное число, поставленное в соот- 
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ветствие этому отрезку, причем предполагается выполни- 
мость следующих требований (постулатов): 

1. Большему отрезку соответствует и большее вещест- 
венное число и обратно 1. | 

2. Если отрезок разбить на части, то длина ‘всего отрезка 
равняется сумме’ длин составля- 
ющих его отрезков. _ 

3. Отрезку, у которого начало 
совпадает с концом, ставится 
в соответствие нуль (нулевой 

М отрезок). 
4. Один из отрезков полага- 

ется равным единице (единичный 
отрезок). | 

5. lim [AB] = со; lim [AB] = 
BoM A>N 

= со, 

Рис. 102. где М и № — точки пересечения 
прямой АВ с абсолютом, [АВ]— 

длина отрезка АВ, по Лобачевскому. 
В порядке определения, длиной отрезка АВ, по Лоба- 

чевскому, называется натуральный'` логарифм- сложного от- 
ношения четырех точек, из которых две точки абсолюта, 
другие две — концы рассматриваемого отрезка, умноженный 
на коэффициент пропорциональности К, т. е. 

[AB] = ein ( AM ; AY), 

где отрезки, расположенные внутри круглой скобки, берутся 
в обыкновенной евклидовой метрике (рис. 102). 

Так как точки М и М делят отрезок АВ внешним об- 
разом, то сложное отношение этих четырех точек есть всегда. 
неотрицательное число. Логарифм этого неотрицательного 

1 Необходимо заметить, что сравнение отрезков дается без понятия 
длины. Если два отрезка расположены на одной прямой, имеют общее 
начало и находятся по одну сторону от него, то отрезок, у которого 
конец расположен между общим началом и концом второго отрезка, 
считается меньшим. Если же отрезки расположены иначе, то для их 
сравнения необходимо движение, которое приводит их к указан- 
ному выше расположению. В качестве движения в рассматриваемой 
интерпретации принимается проективное преобразование, 
переводящее абсолют в абсолют, a его внутреннюю область во BHYT- 
реннюю, при этом внешняя область абсолюта также переходит во 
внешнюю. (Понятие проективного преобразования можно найти в книге 
Н. А. Глаголева «Проективная геометрия».) 
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числа существует и может быть любым вещественным 
числом, положительным или отрицательным, в зависимости 
от расположения. Далее, в сложном отношении точки можно 
взять в таком порядке, чтобы это сложное отношение было 
не меньше единицы. Тогда для длины отрезка получается 
всегда неотрицательное число. 

Проверим выполнимость указанных выше’ метрических 
постулатов: 

1. Если отрезок АВ увеличить (переместить точку В 
вправо), то сложное отношение увеличивается. Согласно 

формуле [AB] = In Gee =a) будет увеличиваться и «длина» 

отрезка АВ. Выходит, что большему отрезку соответствует 
и большее вещественное число, принимаемое за длину от- 
резка. | 

2. Свойство аддитивности выполняется, т. е. 

[AC] -- [СВ] = [АВ]. 
Действительно, - 

AM АМ [AC] ++ [CB] = п (Ам: AN) 4 In (SH: cw) = 
AM ,_AN\ (CM ,CN\| _ АМ. АМ\ _ 

3. Прямолинейный отрезок АВ можно продолжать до 
бесконечности, т. е. 

lim [АВ] = со; lim [AB] = 
BoM AN 

В самом деле: . 

tim 1 [AB] = [AM] = k In 0 (мм: am) = kln (Be: ми) = 
= К псо = Ксо = со; 

. NM , NN lim [AB] = [NB] = & In Fig = 

откуда вытекает, что точки абсолюта играют роль беско- 
нечно удаленных точек. 

Основное значение интерпретации Кэли — Клейна заклю- 
чается в том, что с ее помощью непротиворечивость гео- 
метрии Лобачевского сводится к непротиворечивости гео- 
метрии Евклида: если система аксиом евклидо- 
вой геометрии непротиворечива, то и система 

} = Е Inco = о, 

13* 175



аксиом геометрии Лобачевского также He 
имеет противоречий. В самом деле, если бы система 
аксиом геометрии Лобачевского была противоречивой, то 
это противоречие через интерпретацию неизбежно проникло 
бы в геометрию Евклида, и, следовательно, система аксиом 
геометрии Евклида была бы противоречивой. 

Интерпретация Анри Пуанкаре. 

Автор этой интерпретации Анри Пуанкаре (1854—1912) 
является крупнейшим французским математиком. В интер- 
претации Пуанкаре плоскость Лобачевского. определяется 

Пр
ям
ая
 
Ло

ба
че

вс
ко

го
 

Абсолют 

Рис. 103. 

как верхняя полуплоскость евклидовой плоскости, причем 
прямая, которая ограничивает полуплоскость снизу, назы- 
вается абсолютом. Метрика выбирается с таким расчетом, 
чтобы точки абсолюта выполняли роль бесконечно удален- 
ных точек. 

Под точкой Лобачевского понимается любая точка рас- 
сматриваемой верхней полуплоскости; под прямой Лобачев- 
ского понимается любая полуокружность, ортогональная 
абсолюту, т. е. любая полуокружность, центр которой на- 
ходится на абсолюте, а также любая полупрямая, перпен- 
дикулярная абсолюту (рис. 103). | 

В рассматриваемой интерпретации выполняется плани- 
метрия Лобачевского, т. е. все плоские аксиомы абсолютной 
геометрии и аксиома параллельности Лобачевского. 

В этой интерпретации: 
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‘1. Две точки Лобачевского определяют одну и только 
одну прямую Лобачевского. 

Вопрос сводится к решению задачи на построение: Через 
данные точки Д и В, взятые в верхней полуплоскости, 
провести полуокружность, ортогональную линии раздела 

В 

М 0 N. 

Рис. 104. Puc. 105. 

(абсолюту). Решение будет ‘единственным (рис. 104), что 
и приводит к нужному заключению. 

2. Прямолинейный отрезок Лобачевского можно про- 
должать в обе стороны до бесконечности. 

Это действительно выполняется, так как точки М и N 
(рис. 104), поскольку они принадлежат абсолюту, являются 
бесконечно удаленными M 
точками. 

3. В интерпретации 
Пуанкаре выполняется A 
аксиома Паша. Поясня- ®`><$ 
ется чертежом (рис. 105). 

Чтобы убедиться PO, 0. 4 
в том, что в этой интер- Рис. 106. 
претации выполняется 
геометрия Лобачевского, надо доказать выполнимость акси- 
омы параллельности Лобачевского. 

Две прямые Лобачевского будут параллельными, если 
их интерпретирующие полуокружности, ортогональные аб- 
солюту, касаются в точке абсолюта, причем направление 
параллельности берется в сторону их общей точки. 

Из чертежа (рис. 106) видно, что через точку Лобачев- 
ского М, взятую вне прямой Лобачевского АВ, можно 
провести две различные прямые Лобачевского, параллельные 
данной, одну в направлении АВ, другую в направлении ВА. 
Построение параллельных Лобачевского, проходящих через 
данную точку Лобачевского, сводится к решению задачи 
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на построение: требуется построить полуокружность, которая 
проходила бы через данную точку, была бы ортогональна 
данной прямой и касалась бы данной окружности, которая 
также ‘ортогональна данной прямой, причем точкой касания 
является точка, общая‘ данной полуокружности и ‘данной 
прямой. 

Р а p . Q 

Puc. 107. Рис. 108. 

Для решения этой задачи точку M воединим прямыми 
с точками Р и О. Теперь к отрезкам МР и МО в их серединах 
восставим перпендикуляры SO, и ЮО., где О; и О, — центры 
искомых окружностей. Следовательно, задача ‘имеет два 
различных решения, что соответствует двум различным 
параллельным Лобачевского. 

ГА 
Рис. 109. Рис. 110. 

Различные случаи расположения параллельных прямых 
Лобачевского, в зависимости от расположения точки Лоба- 
чевского относительно данной прямой Лобачевского, даны 
на чертежах (рис. 107,. 108, 109, 110). 

Основное значение интерпретации Пуанкаре такое же, 
как и интерпретации Кэли — Клейна, а именно: если система 
аксиом евклидовой геометрии: непротиворечива, то и система 
аксиом геометрии Лобачевского также не имеет противоречий. 

Все три рассмотренные интерпретации Лобачевского, 
каждая по-своему, решают вопрос о непротиворечивости 
геометрии Лобачевского, причем этот вопрос решается так: 
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геометрия Лобачевского непротиворечива, 
если непротиворечива геометрия Евклида. 

Само собой разумеется, что если геометрия Лобачевского 
была бы противоречива, то и геометрия Евклида была бы 
также противоречивой. Откуда вытекает, что всякий, кто 
считает геометрию Лобачевского ложной наукой, не COOT- 
ветствующей реальной действительности, должен признать, 
что и геометрия Евклида также ложная наука и не соот- 
ветствует реальной действительности. 

Итак, вопрос о непротиворечивости геометрии Лобачев- 
ского сводится к непротиворечивости геометрии Евклида. 
Вполне естественно возникает вопрос: к чему же сводится 
непротиворечивость геометрии Евклида? Выше было показано, 
что’ вопрос о непротиворечивости геометрии Евклида сводится 
к вопросу о непротиворечивости учения о вещественных 
числах. 

$ 3. РЕШЕНИЕ C СОВРЕМЕННОЙ ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ПРОБЛЕМ 
СОВМЕСТНОСТИ (НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТИ), НЕЗАВИСИМОСТИ 

И ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ АКСИОМ ГЕОМЕТРИИ. 

Совместность (непротиворечивость) системы аксиом 
с точки зрения интерпретаций. 

Система аксиом считается совместной (непротиворечивой), 
если она допускает хотя бы одну верную интерпретацию. 

Для системы аксиом евклидовой геометрии верной интер- 
претацией является аналитическая интерпретация, и, сле- 
довательно, система аксиом евклидовой геометрии совместна 
(непротиворечива). 

Для системы аксиом геометрии Лобачевского верной 
интерпретацией является любая ее интерпретация на образах 
евклидовой геометрии (интерпретации Кэли—Клейна, Пуан- 
каре и др.). Следовательно, система аксиом геометрии Ло- 
бачевского является также совместной (непротиворечивой). 

Независимость системы аксиом с точки 
зрения интерпретаций. 

Независимость системы аксиом решается также путем 
интерпретаций. Покажем это на примере У постулата 
Евклида. 
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Teopema. 

У постулат Евклида не зависит от Opyeux аксиом 
геометрии Евклида, т. с. не зависит от аксиом абсо- 
лютной геометрии. 

Другими словами: У постулат Евклида недоказуем с по- 
мощью аксиом абсолютной геометрии. 

Доказательство. 

Обозначим через E систему аксиом евклидовой геометрии 
по Гильберту. Аксиомы первой группы: а, As, Ay, Ag, As, 

Ag, Az, Ag; ° 
Аксиомы второй группы: Ap, Ayo, @11, A419; 
Аксиомы третьей группы: @лз, @14» @15› @лв» A173 
Аксиомы четвертой группы: аз — У посту- 
лат Евклида; 
Аксиомы пятой группы: ао, Ago. 

А = {1 I, Ш, У} — система аксиом абсолютной гео- 
метрии. 

Согласно принятым обозначениям 

Е =А-|- dyg. (1) 

Система Е совместна, так как она допускает верную 
интерпретацию — аналитическую интерпретацию. 

Рассмотрим теперь систему аксиом, состоящую из всех 
аксиом евклидовой геометрии, за исключением У постулата 
Евклида Q,g, который заменен его отрицанием Qy, (аксиомой 
Лобачевского). Тогда, обозначая новую систему через Л, 
будем иметь: 

JT = A+ dyg. (2) 
Система Л есть He что иное, как система аксиом гео- 

метрии Лобачевского. Эта система совместна (непротиворе- 
чива), так как для нее можно построить верные интерпре- 
тации (например, интерпретацию Кэли — Клейна). Теперь 
докажем, что У постулат Евклида недоказуем Ha, основе 
аксиом абсолютной геометрии, т. е. не может быть получен 
как следствие из этих аксиом. Будем доказывать методом 
от противного. = 

Предположим, что V постулат доказуем, т. е. вытекает 
как следствие из аксиом абсолютной геометрии. Символи- 
чески это запишем так: | 

А — аз. (3) 
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Рассматривая (2) и (3), получаем, что /Л — HE совместная 
система, чего быть не может, так как ранее была установ- 
лена совместность системы JJ. Получили логическое противо- 
речие: с одной стороны, // совместная система, с другой 
стороны, JJ не совместная система. Следовательно, сделанное 
выше предположение о доказуемости V постулата Евклида 
неверное. У постулат Евклида недоказуем, т. е. его нельзя 
получить как следствие из аксиом абсолютной геометрии, 
что и требовалось доказать. 

Замечание. Аналогичным образом доказывается, что 

и аксиома Лобачевского аз Недоказуема, т. е. и ее нельзя 
получить как следствие из аксиом абсолютной геометрии. 

Метод, с помощью которого доказана независимость 
аксиомы Q13, может быть применен к любой из -20 аксиом 
Гильберта. 

В общем виде метод доказательства независимости аксиом 
какой-нибудь системы » можно сформулировать следующим 
образом: 

Чтобы доказать, что некоторая аксиома A системы » не 
является следствием других аксиом этой системы (2 — A), 

рассматривают систему »’ = (% — А) РА, состоящую из 
всех аксиом системы », в которой вместо аксиомы А взято 

ее отрицание А. И если Х и LX’ допускают верные интер- 
претации (совместны), TO A не зависит OT » — A, точно так 

же как и A не зависит от # — A. 
‚ Таким образом, для доказательства независимости аксиом 

некоторой системы надо рассмотреть столько верных интер- 
претаций, сколько аксиом имеется в рассматриваемой системе, 
причем каждая интерпретация должна выполняться для 
всех аксиом, кроме одной (исследуемой на независимость), 
которая заменяется ее отрицанием. 

Полнота системы аксиом с точки зрения интерпретаций. 

Проблема полноты системы аксиом решается также 
с помощью интерпретаций и понятия изоморфизма. 

Система аксиом считается полной, если любые ее две 
интерпретации изоморфны. Две интерпретации называются 
изоморфными, если между основными объектами их можно 
установить взаимно однозначное соответствие с сохранением 
основных отношений между ними. 

Ясно, что понятие изоморфизма интерпретаций, с по- 

181



мощью которого доказывается полнота системы аксиом, 
обладает транзитивностью, т. е. две интерпретации, изо- 
морфные третьей, сами изоморфны между собой. 

Далее можно было бы, например, доказать, что любая 
интерпретация евклидовой геометрии изоморфна ее аналити- 
ческой интерпретации. Отсюда вытекает, что все интерпре- 
тации евклидовой геометрии изоморфны. Следовательно, 
система аксиом евклидовой геометрии по Гильберту обладает 
полнотой. Точно так же обладает полнотой и система аксиом 
геометрии Лобачевского. 

В заключение надо заметить, что множественность интер- 
претаций, не менее чем логическая строгость, определяет 
значение аксиоматического метода, и не только в геометрии, 
но и в математике в целом. Аксиоматический метод в мате- 
матике, используя множественность интерпретаций, увели- 
чивает число и объем математических дисциплин и помогает 
связывать воедино такие теории, которые раныше казались 
совершенно обособленными. Современный аксиоматический 
метод надо рассматривать не только как метод логического 
обоснования, HO и как метод развития содержания Ma- 
тематики. | 

Если различные системы объектов удовлетворяют одной 
и той же аксиоматике, то все закономерности у них одина- 
ковы. Доказав теорему в одной из интерпретаций, нет нужды 
особо доказывать ее в другой интерпретации, изоморфной 
первой. Доказывая аксиоматическим методом одну какую- 
нибудь теорему, тем самым доказываем сразу целую систему 
теорем, имеющих место в изоморфных интерпретациях. Эта 
общность результатов, достигаемых аксиоматическим мето- 
дом через разного рода интерпретации, является одной из 
важных причин значительного распространения аксиомати- 
ческого метода в науке. Так, например, пользуясь известной 
интерпретацией, из теорем планиметрии Евклида можно 
получить ряд свойств в системе шаров и цилиндров. Мно- 
жественность интерпретаций позволяет использовать резуль- 
таты геометрии и в других областях. Именно в этом за- 
ключается значение интерпретации Пуанкаре геометрии 
Лобачевского, с помощью которой были получены важные 
результаты в теории функций комплексного переменного. 
Советский физик, академик В. А. Фок (р. 1898) показал, 
что пространство скоростей специальной теории отнсситель- 
ности удовлетворяет аксиомам геометрии Лобачевского. 

Диалектический материализм учит, что нельзя говорить 
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о системе аксиом всей математики; можно лишь говорить 
об аксиоматизации только отдельных математических дис- 
циплин или теорий, что и делается весьма успешно в на- 
стоящее время. Стремление вывести все.предложения ма- 
тематики, т. е. всю математику, из какой-нибудь заранее 
установленной универсальной системы аксиом обречено на 
провал. Причина всех этих неудач кроется в неисчерпаемости 
свойств реального мира, в бесконечности его развития. 
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